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Introduction générale

Depuis que la concurrence internationale s’est accrue dans le secteur spatial, la réalisation
de nouvelles missions a d( intégrer le principe de diminution des co(ts sans pour autant faire
des concessions sur les performances et la fiabilité des satellites. Dans cette optique, le Centre
National d’Etudes Spatiales (CNES) et THALES ALENIA SPACE ont souhaité se doter d'outils de
génération de trajectoires d'attitude adaptés aux spécificités de leurs plateformes satellitaires,
MYRIADE et PROTEUS. Ces plateformes ont été les deux premiéres a étre produites en série pour
les missions scientifiqgues d’observation de la Terre. Elles ont été concues pour étre adaptables
et reconfigurables afin de réduire le colt de conception de chague mission.

La génération de trajectoires correspond, dans le domaine du contréle d'attitude sur orbite,
au terme de guidage. Elle consiste a définir les manoeuvres en rotation autour du centre de
gravité du véhicule; en d'autres termes, déterminer les profils temporels de I'état et de la com-
mande associée qui respectent un ensemble de contraintes. La problématique de la génération
de trajectoires d’attitude est une composante essentielle du Systéme de Contrdle d’Attitude sur
Orbite (SCAQ) dans le contexte des satellites manoeuvrant d’'observation de la Terre. En effet, a
I'exception du mode de survie, I'ensemble des modes du SCAO comporte des manoeuvres en
attitude, a savoir :

— Mode grossier de transition : il consiste en une manoeuvre d’attitude permettant de
basculer de la position acquise durant le mode survie vers une attitude proche de celle du
mode normal.

— Mode normal : |l permet d’assurer I'ensemble des pointages et d’effectuer toutes les
manoeuvres d’'évitement d’éblouissement des senseurs.

— Mode de contrdle d’orbite : Il consiste & basculer le satellite de maniére a orienter les
tuyéres pour le contréle d’orbite.

La génération de trajectoires d’attitude a fait I'objet de nombreux travaux depuis les années
70, notamment aux Etats Unis (cf. [Scrivener & Thomson 1994] et les références incluses) et
en Russie (cf. [Levskii 2002] et les références incluses). Dans ces travaux, le probleme est
généralement envisagé comme un probléeme de commande optimale qui ne posséde pas de so-
lution analytique connue, bien que sa formulation soit relativement facile et immédiate [Scrivener
& Thomson 1994]. De maniere générale, il existe deux méthodes classiques pour résoudre le
probléeme de commande optimale [Betts 1998] : les méthodes dites indirectes qui se basent
sur l'utilisation du principe du maximum de Pontryagin [Pontryagin, Boltyanskii, Gamkrelidze &
Mishchenko 1962] et les méthodes dites directes qui formulent le probléme en termes de pro-
grammation paramétrique non linéaire. Les applications des méthodes indirectes au domaine
du guidage ont été largement étudiées. Mentionnons notamment [Li & Bainum 1990], [Bilimoria
& Wie 1993] et [Levskii 2002]. Les applications des méthodes directes au domaine du guidage,
comme les travaux de Scrivener [Scrivener & Thomson 1993], ont néanmoins été plus rares.
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Lorsque I'on cherche a minimiser le temps de manoeuvre, les méthodes évoquées précédem-
ment ménent généralement a considérer des profils de couples saturées de type Bang-Bang.
Ces profils discontinus offrent I'intérét d’'étre particulierement adaptés lorsque les actionneurs
sont des propulseurs a ergols. Or, les platefomes, telles que MYRIADE ou PROTEUS, sont pi-
lotées par des roues a réaction qu'il faut éviter de saturer. La prise en compte de cette contrainte
nécessite la mise en place de méthodes de génération de trajectoires adaptées. De plus, il est
important de considérer I'impact des profils de couples utilisés sur les structures souples du
véhicule. Il parait donc important de pouvoir définir et générer des profils de couples suffisam-
ment continus afin d'éviter les phénomenes d’excitation des modes souples. Pour répondre a
ces différentes attentes, nous utilisons une approche alternative de la génération de trajectoires
fondée sur le concept de platitude différentielle [Fliess, Lévine, Martin & Rouchon 1995]. La
platitude différentielle est une propriété structurelle d’'une classe de systémes dynamiques, ou
il est possible d’exprimer toutes les variables du systéme (état et commande) en fonction d’'une
variable spécifique (appelée sortie plate ou linéarisante) et de ses dérivées. Cette propriété per-
met de caractériser toutes les contraintes de génération de trajectoires par des contraintes sur
les sorties plates et leurs dérivées. La platitude différentielle constitue ainsi une réelle avancée
conceptuelle dans la résolution du probleme de commande optimale.

Parce qu’elles suppriment I'intégration durant le processus d’optimisation, les propriétés de la
platitude différentielle permettent de reformuler le probléme de commande optimale en un prob-
léme d’optimisation géométrique. Le probléeme consiste dés lors a obtenir une trajectoire de
I'espace reliant deux points tout en étant inscrite dans un volume défini. Du fait des propriétés dif-
férentielles des sorties plates, plusieurs méthodes de résolution s’offrent alors a nous. Dans [van
Nieuwstad 1997], I'auteur définit une méthode pour la génération de trajectoires par platitude
sans contraintes sur la trajectoire. Dans [Lévine & Ngyuen 2003], une interpolation polynomiale
est utilisée pour définir les trajectoires de sorties plates, et la durée de la trajectoire en relachée
en présence de contraintes. Dans [Milam, Mushambi & Murray 2000], les auteurs introduisent
I'utilisation de la collocation, conjointement a la platitude, pour développer une méthodologie
de génération de trajectoires sous contraintes. Les outils de collocation sont classiques dans
la résolution du probléme de commande optimale. En association avec la platitude, ces out-
ils permettent de formuler le probléeme de commande optimale en un probléme d’optimisation
paramétrique non linéaire. Enfin, Faiz [Faiz, Agrawal & Murray 2001] propose une méthode per-
mettant de définir un cadre de contraintes linéaires pour la résolution du probleme commande
optimale par platitude.

Les travaux présentés dans ce mémoire se situent dans le cadre général des méthodes de
génération de trajectoires utilisant le concept de platitude différentielle. Au plan méthologique,
notre contribution propre s’articule selon trois axes. Le premier axe, situé en amont du probléme
de génération de trajectoire, concerne la caractérisation de la platitude du modéle dynamique
d’attitude et la détermination des sorties plates par I'application des conditions nécessaires et
suffisantes de Lévine [Lévine 2004b]. Le second axe, placé dans la lignée des travaux de Milam
et Faiz [Milam 2003, Faiz 1999], vise a appliquer les méthodes de résolution du probleme de
commande optimale par platitude et collocation dans un cadre de contraintes convexes. Enfin,
dans le dernier axe de recherche, nous nous proposons de reformuler le probléeme de com-
mande optimale en termes de probléme d’optimisation semi-définie.
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Le mémoire est structuré de la facon suivante :

Le chapitre | est consacré a un état de I'art sur la génération de trajectoires optimales par
résolution du probléme de commande optimale. Nous aborderons les méthodes de résolution
directes et indirectes. Nous analyserons leur utilisation dans le cadre de la génération de trajec-
toires optimales d'attitude.

Le chapitre Il aborde la notion de platitude différentielle et I'implication de ses propriétés
structurelles dans le probleme de commande optimale. La contribution de ce chapitre porte sur
I'application de la condition nécessaire et suffisante au modéle de la dynamique d'attitude d'un
satellite rigide et dans la détermination des sorties plates.

Le chapitre Il se situe dans le cadre de génération de trajectoires d'attitude par platitude
différentielle et collocation par B-splines. Notre contribution concerne ici le développement de
techniques de convexification du probléme d’optimisation paramétrique non linéaire obtenu par
la platitude et la collocation. La convexification vise a améliorer les performances numériques
de l'algorithme de génération de trajectoires.

Le chapitre IV est entiérement consacré a la mise en oeuvre des techniques développées
dans le chapitre 11l sur un simulateur a caractére industriel (interne au CNES). Il s’agit, pour un
scénario donné, de comparer les profils générés par platitude et collocation et les profils générés
par les techniques actuellement employées au CNES. Lanalyse des résultats obtenus permet
de mettre en évidence les avantages des techniques basées sur la platitude différentielle.

Enfin, dans le chapitre V , nous développons une méthode novatrice dont le principal avan-
tage est de prendre en compte les contraintes de maniére continue en temps. Elle permet
de s’affranchir du probleme de vérification des contraintes a posteriori, intrinséque aux tech-
nigues de collocation. Cette méthode vise a formuler le probleme de génération de trajectoires
de sorties plates sous contraintes linéaires comme la conjonction de problemes de positivité
de polyndmes par morceaux. La caractérisation de la positivité d'un polyndme par morceaux se
traduit comme un probléme de résolution d’'une Inégalité Matricielle Linéaire (LM I). La généra-
tion de trajectoires optimales d’attitude se pose alors comme un probléme d’optimisation LM 1,
gui peut étre résolu par des techniques dédiées.
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.1 Introduction

Ce premier chapitre aborde la problématique du guidage en attitude des satellites. Lobjec-
tif est de formuler le probléme de guidage comme un probléme de commande optimale et de
présenter les solutions classiques existant dans la littérature. Ce tour d’horizon devrait permettre
au lecteur d'aborder les développements méthodologiques des chapitres suivants. Le niveau de
détails utilisé dans ce chapitre retranscrit la richesse et I'abondance des travaux sur la résolution
des probléemes de commande optimale, domaine qui s’est fortement développé pour répondre
aux problémes posés dans le cadre de I'exploration spatiale. Nous nous efforcerons de présen-
ter les principaux outils de résolution, de clarifier nos propos par I'application au domaine du
guidage et de souligner quelques problémes ouverts.

Nous supposons par la suite que le comportement dynamique du systéme considéré est
décrit par un modele d’état non linéaire sous la forme :

X(t) = £ (), ult)) (.1)
ou X(t) représente le profil temporel de I'état du systéme et u(t) celui de la commande.

Définition 1.1 (Probléme de commande optimale)
Le probleme de commande optimale consiste & déterminer une commande u(t) qui permet a la
fois :
— de vérifier les conditions initiales et finales sur les profils temporels de I'état et de la com-
mande :

W(X(to), u(to), to, X(tf), u(ts),tr) =0, WeR™

— de satisfaire des contraintes imposées au systéme qui peuvent étre :
— soit de nature instantanée : Vt € [to, t¢], G (x(t),u(t)) >0, ¢ €R™
— soit de nature intégrale : Vt € [to, ts], ftgci(x(T), u(t))dt >0, ¢ eR"
— d’optimiser un critére de coit
tf
J= [ o(x(t),u(t))dt, @R (1.2)

to

ol @ est une fonction de codt.

La théorie de la commande optimale dans le cadre d’un systéme non linéaire sous contrain-
tes est un domaine actif de recherche dont on peut trouver un état de I'art dans [Sussmann &
Willems 1997]. Afin d’en faciliter la mise en oeuvre, des méthodes numériques fiables et perfor-
mantes (en termes de convergence, temps de calcul et degré de conservatisme) ont été dévelop-
pées [Lastman 1978], [Bryson 1999], [Stoer & Bulirsch 1980], [Hull 1997]. Ces méthodologies
associent une méthode de résolution du probléeme de commande optimale a une technique d’in-
tégration numérique.

Il existe principalement deux grands courants méthodologiques de résolution du probleme de
commande optimale. Les méthodes indirectes utilisent les conditions nécessaires d'optimalité
issues du principe du maximum de Pontryagin et transforment le probleme de commande opti-
male en un probléeme aux deux bouts. En effet, le comportement de la commande étant défini
par les conditions d’optimalité, I'optimisation porte sur les conditions initiales des trajectoires



I.1. Introduction 7

Techniques de tirs

Article de référence : A Article de référence :

[Bulirsch 1971] [BocK & Plitt 1984]
Applications spatiales : Applications spatiales :

[Balkanyi & Spurlock 1993] [Bulirsch & Chudej 1991]
[Edelbaum, Sackett & Malchow 1973] [Betts 1977]

[Li & Bainum 1990]

[Bilimoria & Wie 1993] fMéthodes composites

— -
Méthodes indirectes Méthodes directes

Article de référence :

[Hargraves & Paris 1987]
Applications spatiales :
[Scrivener & Thomson 1993]
[Roenneke, Jansch & Markl 1995]

Applications spatiales :
[Ascher, Christiansen & Russell 1979]

\j

Techniques de transcription

FiG. I.1 — Classification des méthodes de résolution numérique du probleme de commande
optimale

des variables associées au probléeme aux deux bouts de maniére a rallier les conditions finales
désirées. Les méthodes directes transforment le probléme de commande optimale en un prob-
Iéme d’optimisation paramétrique. Pour cela, I'évolution des commandes et/ou des états du sys-
téme est décrite a I'aide de courbes paramétrées. Loptimisation porte alors sur les paramétres
de ces courbes qui doivent vérifier les conditions initiales et finales ainsi que les contraintes
sur la trajectoire. Les conditions d’optimalité sont assurées par le processus d’optimisation non
linéaire utilisé.

Pour chacune des deux approches citées ci-dessus, la dynamique du systéme doit étre
vérifiée. Il existe deux techniques communément associées a la résolution du probléme de com-
mande optimale [Betts 1998] : des techniques de tirs ou de transcription. Dans le cas des tech-
nigues de tirs, les équations différentielles sont intégrées explicitement de maniére numérique.
Les méthodes de transcription consistent a vérifier la dynamique du systéme en un nombre
d’instants finis grace a un jeu de contraintes supplémentaires sur les variables d’optimisation.
La figure 1.1 donne plusieurs démarches utilisant les méthodes de résolution du probléme de
commande optimale et les techniques d'intégration citées précédemment dans le cadre de la
génération de trajectoires pour les systémes spatiaux. Les références données dans [Scrivener
& Thomson 1994] et [Shen & Tsiotras 1999] fournissent un panorama des méthodes classiques
utilisées pour le guidage en attitude.

La suite de ce chapitre est organisée de la fagon suivante. Nous formulerons tout d’abord
le probléme de guidage comme un probléeme de commande optimale. Puis, nous présenterons
les méthodes indirectes et directes de résolution du probléeme de commande optimale. Enfin,
nous évoquerons les méthodes composites qui sont basées sur les points forts des méthodes
directes et indirectes.
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.2 Position du probleme de guidage

Commencons par décrire le modéle d’'état non linéaire d'un satellite piloté par des roues
a réaction. Le satellite rigide est défini par sa matrice d’inertie supposée pleine. Le modéle
mathématique d’'un tel systéme est composé des équations de la cinématique des paramétres
d’attitude et des équations de la dynamique en rotation. Les paramétres d’attitude permettent de
définir la rotation entre le repére inertiel Ri et le repére véhicule Rv. La représentation d’attitude
la plus commune dans la littérature est la représentation par les quaternions normalisés. Un
quaternion normalisé Q est associé a la rotation principale & d’angle 6 autour d’un vecteur

unitaire e = [e; ep €3] :

o Jo

_(cos3\ |
Q= (Singe) | (3)

03

La rotation & _est unique si 'on impose : 0 < 8 < 1t En notant le vecteur vitesse de rotation entre
Ri et Rvpar QRv/Ri =Q=[p,q, r]T, la propagation des quaternions d’attitude est décrite dans
[Dulot 2003] par :

.1
Q=35Q0 (1.4

Sachant qu’un produit de deux quaternions se raméne a une multiplication matricielle, il vient
alors :

do o —th —02 —qz] [O

(of1 1lgr o -3 o | |p|_1

== =-0Q 1.5

a2 2102 O3 Qo —01] |q 2Q (-5)
r

03 B -0 01 —Qo

Les équations de la dynamique sont issues du principe fondamental de la dynamique (2“3’“e loi

de Newton) :
dHot
(%a

ol Hiot représente le moment cinétique total du véhicule (dans le cas d'un corps rigide H =1- Q).
La dérivée temporelle de Hiot se décompose dans les coordonnées du repére véhicule Rvde la

maniére suivante : q q
( Htot) _ ( Htot) + O AHeg (7)

En remarquant que le systéeme considéré comporte le satellite et les roues a réaction, nous
rappelons les deux points suivants
— Les seuls couples qui s'exercent sur le systéme sont des couples internes a celui-ci
puisqu’ils proviennent de I'accélération (positive ou négative) des roues a réaction du
véhicule. Ainsi, en I'absence de couples extérieurs, nous avons conservation du moment
cinétique :

) = couples extérieurs (1.6)
JRi

Hiot/ri = constante (1.8)

Remarque 1.1 Le modéle que nous considérons dans ce document s’inscrit dans le cadre
de la génération de trajectoire en boucle ouverte. Ainsi, toutes les forces perturbatrices
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exogenes et non mesurables ne sont pas modélisées. Nous supposerons que la boucle
de régulation les rejette conformément a un cahier des charges en pilotage.

— Le moment cinétique du systéme se décompose comme suit :

Hiot = leateforme+ Hint (1.9)

ou leateforme: Ipr - Q et Hint = Troue Qroue-
Ainsi, nous pouvons écrire a partir de I'équation (1.7) I'équation dynamique intrinséque du satel-
lite :

TprQ + Hint + Q AHiot = 0 (1.10)
Les équations de la dynamique d’un satellite rigide se résument alors :
: 1
Q = EQQ (1.11)
TprQ = —Hint — QA Hot (1.12)

On notera les états et les entrées de commande par :

x = [Q", Q" =[do, t1, U2, U3, P, 0, 1]" (1.13)
u = Hi = [Hinta, Hint.2, Hint.a) " (1.14)
Il vient alors 1
) =0Q
x=f(xu)={__ 29 ) 1.15
() (HPI::L(_Hint_Q/\Htot) (115)

Nous définissons le probléme de génération de trajectoires comme un probléeme de com-
mande optimale. Suivant le but recherché, la fonction de colt @(x(t),u(t)) peut étre définie par
le temps de manoeuvre ou encore par la consommation du couple. Les états devront aussi
respecter les conditions aux extrémités de la trajectoire a savoir :

x(0) —xo
Wix(to).ulo) xito).utte) = | g o | =0 (.26)
u(tf) — Us

Les entrées de commande devront respecter les contraintes liées aux capacités des actionneurs
en vitesse (Hint, max) €t en accélération (Hint, max)

. |'-|int,max— |U|
c(x(t),ut)) = (Hint,max— ‘fé u(T) dT‘) >0 (1-17)

Le probléme de guidage étant posé, présentons maintenant les méthodes indirectes de résolu-
tion du probléme de commande optimale.

.3 Probleme de commande optimale : formulation indirecte

Apres avoir posé des conditions nécessaires d’'optimalité issues du principe du maximum
de Pontryagin pour un systéme contraint, nous présenterons les différentes techniques d'inté-
gration numérique associées a la formulation indirecte du probleme de commande optimale. Le
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qualificatif indirecte vient du fait que nous allons nous aider de variables supplémentaires, ap-
pelées multiplicateurs de Lagrange, dont certains possédent une dynamique. Lobtention d’'une
solution au probléme passe alors par la détermination de ces multiplicateurs de Lagrange et, le
cas échéant, de leurs trajectoires.

[.3.1 Conditions nécessaires d’optimalité : application d u principe du ma-
ximum de Pontryagin

Dans cette partie, nous nous limiterons a rappeler les principales notions du principe du
maximum de Pontryagin. Ainsi, nous donnerons les conditions d’optimalité pour le probléeme
initial (probléme aux deux bouts). Puis, nous introduirons les conditions d’optimalité lorsque que
le systéme est contraint.

[.3.1.1 Probléme aux deux bouts non contraint

Définition 1.2 (Probléme aux deux bouts)
On appelle probléme aux deux bouts non contraint, le probléme qui consiste & définir les entrées
de commandes u(t) minimisant le critére J :

1= [Moxt) ut)dt, peRr (1.18)
to

en respectant, d’'une part, I'équation d’état du systéme :
x= f(x(t),u(t)) (1.19)
et d’autre part, les conditions aux limites de la trajectoire :

W(X(to), U(to), to, X(tr), u(ts),tr) =0, YeRW (1.20)

Soit H I'Hamiltonien associé au probléme précédent, défini par :

H(x,u,t) = AT () F(x(t),u(t)) (1.21)
et la fonction auxiliaire :

D=@+Vv'y (1.22)

v € R™ et A(t) € R" sont appelés des multiplicateurs de Lagrange. Les variables composant le
vecteur A(t) sont aussi connu comme les états adjoints ou co-états du probléme d’optimisation.
Les dérivées partielles de I'Hamiltonien et de la fonction auxiliaire par rapport a X et U sont
définies de la fagon suivante :

0H oOH
0OH 0H

o, = aﬁ,._.,aﬁ (1.25)
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Pontryagin [Pontryagin et al. 1962] a montré que trouver une solution optimale au sens du critére
J respectant (1.19) et (1.20) équivaut a trouver une trajectoire t — (X(t),u(t),A(t)) telle que
I'Hamiltonien associé # soit minimal vis-a-vis de toutes les entrées de commande. Il énonce
alors le principe du maximum :

u= mljn}[ (1.26)

Les conditions nécessaires d'optimalité d’Euler-Lagrange s’obtiennent a partir de la condition
d’extremum sur J a savoir dJ = 0 et du principe du maximum de Pontryagin (1.26). Elles sont
formées par :

les équations adjointes,
A = — (1.27)
les équations de contrble,
H] =0 (1.28)
et les conditions transverses,

A(to) = Py I,

(P+H)|, =0

1.29
Mtr) = ], 29
(q)+g_[)|tf =0

Les équations de contrdle (1.28) sont I'application directe du principe du maximum de Pontryagin.

La résolution du probléme aux deux bouts nécessite non seulement l'intégration de la dy-
namique du systeme (1.19) dont la commande est déterminée par I'équation (1.28), mais aussi
I'intégration de la dynamique des états adjoints (1.27). Or, si les conditions initiales et finales
sont généralement connues pour les variables d’état, elles ne le sont généralement pas pour les
états adjoints. Nous nous trouvons donc face a un probléme aux limites.Le principal point dur de
la méthode est de définir des outils qui permettent d’obtenir des valeurs convenables pour les
conditions initiales (voir paragraphe 1.3.2.1).

Notons de plus que les conditions d’optimalité (1.27), (1.28), (1.29) ne sont que des conditions
nécessaires. En effet, il n’y a pas unicité de la trajectoire répondant aux conditions d’optimalité.

Nous venons de montrer que le probléme aux deux bouts peut étre résolu par I'application de
conditions nécessaires d'optimalité dérivées du principe du maximum de Pontryagin. Montrons
maintenant qu'il est possible de prendre en compte des contraintes égalitaires et inégalitaires.

[.3.1.2 Contraintes égalitaires

Considérons un probleme de commande optimale présenté dans la définition 1.2 auquel on
rajoute les contraintes égalitaires définies de la fagcon suivante :

c(x(t),u(t)) =0, ceR! (1.30)
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Définissons la matrice jacobienne liée a I'ensemble de contraintes c(X(t),u(t)) :

ac o oy
dup Ouy '  Oum
gz  9c acy
ou ou o0y

Cu= Oye(x(t),u(t)) = | % %% ° m| (1.31)
o dg ey
dup Ouy “°°  Oum

Si la matrice Cy est de rang plein i.e. W € [to, tf], Rang(C(tj)) = min(l, m), alors nous pouvons
redéfinir 'Hamiltonien tel que :

Ha =N () F(x(t),u(t) +n'e(x(t), u(t)) (1.32)

avec U € R!. Les conditions nécessaires d’optimalité (1.27), (1.28) s’en trouvent modifiées en
conséguence.

Il peut arriver que la matrice Cy ne soit pas de rang plein. Dans ce cas, il est possible de réécrire
un jeu de contraintes équivalentes ¢ (x(t),u(t),t) a partir de la dérivation temporelle des con-
traintes c(x(t),u(t),t). On vérifie alors le rang de la matrice C/,. Si cette matrice est de plein
rang, on remplace les contraintes ¢(X(t),u(t),t) par ¢/(x(t),u(t),t). Dans le cas contraire, on
réitére I'opération. Cette approche est connue sous le nom de de réduction d’'ordre dans le do-
maine des équations algebro-differentielles [Ascher, Mattheij & R. 1988, Brenan, Campbell &
Petzold 1989].

Comme nous venons de le voir, dans le cas d'une trajectoire contrainte, les conditions d’op-
timalités (1.27), (1.28) et (1.29) se trouvent modifiées par la substitution de # par #5. Il faut ainsi
discerner les arcs de trajectoires ou les contraintes sont satisfaites des arcs ou elles ne le sont
pas, ce qui hous améne a diviser la trajectoire en arcs non contraints et en arcs contraints. Les
arcs non contraints seront traités selon les conditions d’optimalité du paragraphe 1.3.1.1, et les
arcs contraints selon les conditions d’optimalité (1.27), (1.28) et (1.29) modifiées par I'Hamiltonien
augmenté (1.32).

1.3.1.3 Contraintes inégalitaires

Considérons un probléme de commande optimale présenté dans la définition 1.2 sous les
contraintes inégalitaires suivantes

c(x(t),u(t)) >0, ceR (1.33)

Aprés un premier calcul de la trajectoire qui ne prend pas en compte les contraintes (i.e. la
trajectoire initiale), les contraintes inégalitaires sont séparées en deux sous ensembles : les
contraintes enfreintes ¢ < O dites actives et les contraintes respectées ¢ > 0 dites inactives.
Seules les contraintes actives sont considérées. La trajectoire est divisée en arcs sur lesquels
une liste des contraintes actives est actualisée. Si, sur un arc, la liste des contraintes actives est
vide, on dit que I'arc est non contraint et le probléme sur cet arc est alors résolu comme dans le
paragraphe 1.3.1.1. Si la liste n’est pas vide, on dit que I'arc est contraint alors le probléme sur
cet arc est résolu en utilisant I'approche proposée au paragraphe 1.3.1.2.

Pour illustrer la discrimination des arcs, prenons I'exemple d’une trajectoire scalaire t — X(t)
d’'un systéme soumis aux contraintes suivantes :

c(x(t),u(t)) = <01—X(t))

Co— X(t)
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arcl

FiG. .2 — Discrimination des arcs sur une trajectoire contrainte

suivant la figure 1.2. Ainsi, lI'arc 1 de la trajectoire est libre de toute contrainte et les conditions
d’optimalité sont alors données par les équations (1.27), (1.28) et (1.29) . L'arc 2 est contraint
puisque la condition C; est active sur celui-ci. De méme, les conditions C; et Co sont actives
sur I'arc 3, il est ainsi contraint. Pour les arcs 2 et 3, le probléme est résolu en imposant les

contraintes égalitaires
C1— X(t) . 0
Co— X(t) ~\0

La prise en compte de contraintes inégalitaires entraine plusieurs difficultés :

— La commande U se définit & partir de la condition (1.28) si la matrice hessienne #;, =
Dﬁﬂ-[ est non singuliere. Dans le cas ou %,u est singuliére, alors la commande U n’est
pas définie de maniére unique et I'arc est alors qualifié de singulier. La résolution de tels
problémes met en jeu des techniques similaires a celles utilisées dans le cas ou Cy, la
matrice jacobienne des contraintes actives, est singuliére.

— Le nombre et le séquencement des différents arcs ainsi que les instants de jonction entre
les différents arcs ne sont pas connus a priori.

— Il se peut qu'il y ait discontinuité de la commande U et des co-états A aux jonctions entre
les arcs. Lorsque I'on a une connaissance a priori des arcs, il peut s’avérer pratique de
transformer ce probléme en plusieurs sous problémes aux deux bouts correspondant aux
divers arcs tout en imposant des contraintes transverses supplémentaires pour assurer la
continuité des variables [Pesch 1994, Bryson & Ho 1975].

Ainsi, la théorie de la commande optimale apporte des conditions nécessaires d’optimalité
bien établies d’un point de vue formel. Cependant, plusieurs faits rendent trés complexes leur im-
plantation algorithmique. Parmi ces difficultés, on compte la résolution d’un systéme d’équations
différentielles et algébrigues, la gestion des arcs contraints et non contraints et I'utilisation mas-
sive du calcul variationnel pour évaluer les diverses dérivées partielles (H, Hy, .. .). Lensemble
de ces éléments devient difficile a gérer lorsque la dynamique du systéme est complexe.

Dans le paragraphe suivant, nous allons montrer que ces conditions nécessaires d’'optimalité ne
sont applicables au cas du guidage que sous certaines hypothéses simplificatrices.
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1.3.1.4 Application au guidage

Pour décrire I'application au guidage des techniques citées dans les précédents paragraphes,
nous allons présenter la méthode décrite dans [Li & Bainum 1990] qui permet d'obtenir des tra-
jectoires en temps optimal par itération.

Le critére utilisé est I'intégrale quadratique des couples développés :
tr . . ts
J= / HT RFindt = / uRudt (1.34)
to to

ou R est une matrice de pondération semi-définie positive décomposable sous le forme de
Choleski R=LTL € R™M. Considérons Aq et Aq les états adjoints associés & Q et Q et I'équa-
tion d’'état donnée par (1.15). Les auteurs proposent alors I'expression de I'Hamiltonien associé
aux équations (1.15) et (1.34) suivante :

1. : ~ s .
H = EHJ“ RHint + A0 QQ+AG (IpE Qlpr Q + Ipt L Hint) (1.35)

ou Ipg est la matrice d'inertie de la plateforme satellite, tandis que Q etQ correspondent aux
matrices définies par :

_ [0 r —q

Q = |[-r 0 p (1.36)
g —p O

~ 0 —-QT

Q = 0 6 (1.37)

Si Aq et Aq satisfont les conditions nécessaires d’'optimalité, il vient :

: 0H 1«
: 0OH 1
Ao = 30 = 9(Q,Aq) + EQ)\Q (1.39)

ol g(Q,Aq) est un vecteur colonne (3 x 1) défini par :

IS IEQIpr Q)

g<Q7)\Q) == 00

(1.40)

et Q est la matrice :
. i Go —O3 O
Q=102 g o -1 (1.41)
3 02 a1 —Co

Le principe du maximum de Pontryagin nous donne la condition nécessaire d'optimalité

aaij =0, ce qui se traduit par :

Ru+LTIsiNg =0 (1.42)
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en multipliant cette équation par (LLT)~1L

Soit L™ la pseudo-inverse de L, une expression de U répondant aux conditions d’optimalité est
alors donnée par :

u=—LTTpiAg = —LT(LLT) piAq (1.44)

Il faut maintenant ajouter le probléme des contraintes actionneurs qui se traduisent sous forme
de contraintes inégalitaires. Les auteurs intégrent la prise en compte des saturations sur les
actionneurs dans I'expression de la commande :

. . 1n—1
u={" " mi‘XS'gn( Tefha)i KLiHPEAQM SUmax i_123  (145)
— (L MpfAg); si |(L™"IprAq)i] < Uimax

A partir de cette formulation I'utilisation d’'une méthode de tirs s’avére infructueuse dans le cas
général d’arcs saturés non singuliers. Le probléme aux deux bouts se résoud en supposant des
arcs singuliers, c’est-a-dire quand la matrice d'inertie est diagonale et la matrice L, correspond
a la matrice d'identité. Cette approximation importante permet de simplifier I'équation (1.45) sous

la forme suivante :
Ui max

IpF, i i)

U =— sign(Aq,i), i=1,2,3 (1.46)

Remarque 1.2 Cette technique induit un certain conservatisme. En effet toutes les raideurs gy-
roscopiques entrainées par les termes non diagonaux de la matrice d’inertie ne sont pas prises
en compte.

Li et Bainum posent ainsi des conditions d’'optimalité appliquées au probleme de guidage.
Par la suite, ils utilisent des méthodes numériques pour obtenir des trajectoires. Nous présentons
dans les paragraphes suivants ces outils numériques.

.3.2 Meéthodes de tirs

Les méthodes de tirs transforment le probléme aux deux bouts initial en un probléme de
détermination des valeurs initiales. Dans ce type de méthode, la trajectoire du systéme est in-
tégrée entre l'instant initial et final pour des conditions initiales fixées. La valeur finale de la
trajectoire obtenue est alors comparée avec la valeur finale désirée. Le probleme consiste alors
a déterminer la valeur initiale de la trajectoire qui permettra d’obtenir la valeur finale la plus
proche possible de celle désirée. Un algorithme de programmation non linéaire est alors mis en
place pour obtenir cette valeur initiale.

[.3.2.1 Méthodes indirectes de tirs

Dans le cas d'une méthode indirecte, les entrées de commande sont définies par les con-
ditions d’optimalité (1.28) et les trajectoires par (1.19) et (1.27). Rappelons que I'Hamiltonien est
défini par (1.21) ou le cas échéant par (1.32). Le vecteur des variables a optimiser Y est formé
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par les conditions initiales des états et états adjoints. Pour déterminer ces conditions initiales, on
utilise les algorithmes de programmation non linéaire.
La démarche générale pour une méthode indirecte de tirs peut-étre résumée comme suit :

Methode indirecte de tirs

Définir une trajectoire initiale t — (Xo(t), Uo(t),Ao(t))
tant que les contraintes a I'instant final ne sont pas satisfaites, faire :

1. Discriminer les arcs contraints et non contraints
2. Intégrer les équations (1.19), (1.27), (1.28)

3. Evaluer les contraintes finales
— si les contraintes sont respectées, sortir de la boucle
— si les contraintes ne sont pas respectées aller en 4

4. Calculer une nouvelle estimation X(tp),A(tg) par des méthodes de gradient
(cf. optimisation non linéaire)

Dans [Li & Bainum 1990], les auteurs ont réussi a mettre en place les conditions néces-
saires d’'optimalité dérivées du maximum de Pontryagin pour le guidage d'un satellite. lls ob-
tiennent cependant les solutions présentées sous I'hypothése d’axisymétrie du véhicule (cf. le
paragraphe 1.3.1.4). Les auteurs utilisent une méthode indirecte de tirs qui nécessite une trajec-
toire du systeme et des co-états, t — (X(t),u(t),Aq(t),Aq(t)), comme solution initiale.

Pour que l'algorithme d’optimisation apporte une solution, la trajectoire initiale doit étre suffi-
samment proche de la solution optimale. Les auteurs définissent cette trajectoire initiale & partir
d’'une rotation principale aprés intégration des équations (1.11), (1.12), (1.38), (1.39) et (1.45) et
a partir des conditions initiales Q(0),Q(0),Aq(0) et Aq(0) dont le calcul est détaillé dans [Li &
Bainum 1990]. Enfin ils utilisent un algorithme d’optimisation non linéaire pour obtenir les condi-
tions initiales et ainsi les trajectoires solutions des états adjoints Aq.

Dans cette approche, la procédure d’optimisation du temps de manoeuvre consiste en une série
de cycles. La durée de la manoeuvre est fixée pour chaque cycle. Pour obtenir la durée minimale
de manoeuvre, on utilise la régle heuristique suivante : la durée de manoeuvre est considérée
comme minimale si toutes les commandes sont saturées durant toute la manoeuvre.
Cependant, cette méthode a été remise en cause par Bilimoria et Wie [Bilimoria & Wie 1993]. lls
ont démontré que le choix de la rotation principale pour trajectoire initiale ne conduit pas a des
solutions optimales.

D’autres méthodes basées sur la commande optimale ont été développées puis appliquées
au probléme de guidage. La section suivante a pour objet de présenter une synthese de celles-
Ci.

1.3.2.2 Méthodes indirectes de tirs multiples

Les notions de tirs multiples ont été introduites dans [Bulirsch 1971] pour compenser certains
inconvénients des méthodes de tirs. En effet, dans les méthodes de tirs, de petites variations sur
les parametres de début de trajectoire peuvent entrainer des changements importants en fin de
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trajectoire, ce qui provogue une grande instabilité numérique dans la procédure d’optimisation.
Lespace de temps est divisé en N intervalles, soit N + 1 noeuds. Les variables d’optimisation
sont les valeurs discrétisés des états, des états adjoints et de la commande pour la méthode
indirecte. On impose des contraintes supplémentaires de continuité sur les variables d’optimisa-
tion en chague noeud. En posant Y; les valeurs initiales au noeud i et Y; les valeurs finales des
trajectoires intégrées sur le segment i, les contraintes de continuité s'écrivent :

Yo—Y1
c(Y) = : =0 (1.47)
YN —YN-1

Cette technique apporte de la robustesse aux méthodes de tirs aussi bien dans le cadre
des méthodes indirectes [Bulirsch & Chudej 1991] que directes [Hull & Speyer 1982]. Elle a été
reprise avec succées par Bilimoria et Wie [Bilimoria & Wie 1993] dans le cadre de la réorien-
tation d’'un satellite dans le cas de la formulation indirecte. Les auteurs utilisent une méthode
indirecte de tirs multiples équivalente a celle présentée dans le paragraphe 1.3.1.4 dans la mise
en place des conditions d’optimalité et proposent une réorientation autour d'un axe pour des an-
gles de 0 a 180°. Ainsi, les auteurs étudient différentes structures de commutation dans le cas
de commandes saturées afin d’obtenir le temps minimal de manoeuvres. lIs démontrent que la
manoeuvre optimale ne se fait pas, de maniere générale, autour de I'axe principal de la rotation

considérée.

Cependant, des hypothéses fortes sont faites pour obtenir un probléme numérique raisonnable :
on peut citer I'axisymétrie du véhicule et la contrainte holonome sur les commandes telle que :

U+ up|* + |us[® =1, e>1 (1.48)

Cette derniére hypothése réduit le nombre de commandes indépendantes a deux.

Dans le méme courant de pensée, on peut citer les travaux de Seywald et Kumar [Seywald &
Kumar 1993] qui de facon plus générale ont étudié toutes les commandes possibles pour obtenir
des trajectoires en temps minimal, a savoir I'ensemble des arcs singuliers d’ordre fini ou infini.
La possibilité d’utiliser uniguement deux entrées de commande pour un satellite d’'inertie symé-
trique a été plus particulierement mise en avant par Chowdry et Cliff [Chowdhry & CIiff 1991]. lls
ont ajouté a ces simplifications, la prise en compte des seules équations de la dynamique (1.12)
afin d’obtenir un probléme de commande optimale intéressant a résoudre.

Globalement, la difficulté des méthodes de tirs multiples, provient du fait que le nombre
de variables augmente proportionnellement avec le nombre de segments temporels. Cela peut
entrainer I'accroissement important du temps de résolution du probléme par des algorithmes
d’optimisation non linéaires.

La principale difficulté de la méthode indirecte de tirs est d’obtenir une trajectoire initiale
des états et états adjoints, [Bulirsch, Nerz, Pesch & von Stryk 1993]. En effet, il faut définir une
trajectoire initiale suffisamment proche de la condition finale pour obtenir la convergence de la
méthode. Or, il est dit dans [Bryson & Ho 1975, page 214] que la valeur finale de la trajectoire
est tres sensible aux moindres variations des conditions initiales. Les auteurs précisent que les
équations de la dynamique étant fortement couplées aux équations d’Euler-Lagrange, il n'est
alors pas rare de faire diverger par intégration numériques les trajectoires de I'état et des états
adjoints avec de mauvaises conditions initiales.
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[.3.3 Meéthodes indirectes de transcription

Les méthodes indirectes de transcription sont semblables aux méthodes indirectes de tirs
multiples. Cependant, dans ces derniéres, la dynamique est intégrée par un algorithme de ré-
solution d’équations différentielles ordinaires, alors que dans le cas de la transcription, on utilise
I'un des schémas implicites d’'intégration qui sera présenté dans la section |.4.

Les schémas implicites d’'intégration remplacent la contrainte de la dynamique par le calcul d'un
vecteur de résidus. La démarche sera exposée en détails dans le paragraphe 1.4.1. Ce calcul
de résidus porte sur les variables en jeu dans une méthode indirecte a savoir les états, les états
adjoints et la commande dont les évolutions sont définies respectivement par (1.19), (1.27), (1.28).

Méthode indirecte de transcription

Initialiser Yi, i=1,...,N+1
Tant que les contraintes a l'instant final ne sont pas satisfaites faire :

1. Discriminer les arcs contraints et non contraints
2. Calculer les résidus par intégration implicite des équations (1.19), (1.27), (1.28)

3. Evaluer les contraintes finales
— si les contraintes sont respectées, sortir de la boucle
— si les contraintes ne sont pas respectés aller en 4

4. Calculer une nouvelle estimation Vi, i=1,...,N+1 par des méthodes de
gradient (cf. optimisation non linéaire)

Calculer le critére de co(t

Les méthodes indirectes de transcription ont été utilisées dans le logiciel COLSYS développé
par Ascher et al [Ascher et al. 1979].

Ayant traité de la formulation indirecte du probléme de commande optimale, passons main-
tenant & sa formulation directe

I.4 Probleme de commande optimale : formulation directe

Les approches directes consistent a convertir le probléeme de commande optimale en un
probléme d’optimisation paramétrique qui sera résolu par des algorithmes de programmation
non linéaire. Le principe est de paramétrer les profils temporels de la commande et/ou de ['état
par des courbes paramétrées. Les parameétres de ces courbes forment le vecteur de variables
d’optimisation. Les méthodes directes peuvent étre classées en deux catégories [Hull 1997] :

Méthode de tirs [Kraft 1985, BocK & Plitt 1984], seules les entrées de commande sont con-
sidérées comme inconnues et discrétisées. Les trajectoires sont intégrées explicite-
ment.

Méthodes de transcription  [Hargraves & Paris 1987, Renes 1978], les états et les commandes
sont considérés comme inconnus et discrétisés, l'intégration de la dynamique étant
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prise en charge par des techniques d’intégration implicite. Il existe aussi un cas
implicite ou seuls les états sont considérés comme inconnus et discrétisés [Seywald
1994].

Nous étudierons successivement les deux méthodes.

.4.1 Méthodes directes de tirs

Lobjet de cette méthode est de paramétrer I'évolution des entrées de commande. Il faut donc
avoir une expression analytique explicite des commandes telle que, par exemple :

U= p1-+pat (1.49)
ou une relation implicite

pau(t) 4 sin(pau(t)) =0 (1.50)

Les parametres p1 et P2 deviennent alors les variables d’optimisation. On notera Y le vecteur
des variables d’optimisation. Puisque seules les entrées sont paramétrées, I'état du systéme est
obtenu par intégration de la dynamique du systéme. De plus, dans une méthode directe de tirs,
I'ensemble des contraintes sur la trajectoire et sur les actionneurs est vérifié en un nombre fini
de points {Ti}|i:1,...,N ;

Cl(Y,Tl)

c1(Y,Tn)
C(Y) = : >0 (1.51)
¢ (Y, 11)

C (Y:,TN)

Lalgorithme de résolution pour les méthodes de tirs directes peut se résumer comme suit.
Methode directe de tirs

Initialiser Y
Tant que les contraintes ne sont pas satisfaites, faire :

1. Intégrer la trajectoire entre tg et ts

2. Evaluer le vecteur de contraintes C(Y)
— si les contraintes sont satisfaites : sortir de la boucle
— si les contraintes ne sont pas satisfaites : aller en 3

3. Calculer une nouvelle estimée Vpar des méthodes de gradient (cf. optimi-
sation non linéaire)

Calculer le critére de co(t

Les méthodes directes de tirs ont trouvé plusieurs applications dans le domaine spatial. Nous
pouvons citer notamment le programme POST (Program to Optimize Simulated Trajectories)
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[Brauer, Cornick & Stevenson 1977] développé pour simuler des trajectoires de lanceurs gros
porteurs (Titan). Les trajectoires de transfert orbital par impulsion ont pu étre aussi traitées par
ces méthodes [Betts 1977]. Ce dernier probléme a aussi été résolu en considérant une variable
de commande continue en temps [Brusch 1979] (manoeuvre orbitale en faible poussée) avec un
résultat équivalent.

Toutes les applications qui ont donné des résultats satisfaisants ont un point commun : un
faible nombre de variables d’optimisation. En effet, si les entrées de commande U sont définies
par un grand nombre de paramétres, alors les performances liées a la programmation non
linéaire s’en trouvent fortement dégradées [Betts 1998]. En effet, les gradients calculés dans les
algorithmes d’optimisation non linéaire vont étre tres sensibles aux variations de ces parametres.
Par exemple, une variation d’un parameétre au début de la trajectoire va se propager jusqu’au
bout de la trajectoire. Ce qui a pour effet néfaste de créer des dépendances non linéaires entre
les contraintes et les variables d’'optimisation.

1.4.2 Méthodes directes de transcription : collocation

Le comportement des variables d’'état étant décrit par des courbes paramétrées, le principe

des méthodes directes de transcription, dites de collocation, est de déterminer les paramétres
de maniére a ce que I'ensemble des contraintes, notamment la dynamique du systéme, soit
vérifié. On note Y le vecteur des parameétres.
Le respect de la dynamique du systéme est assuré par un schéma implicite d’intégration. Celui-
ci consiste en I'approximation de la dynamique du systéme par des courbes paramétrées par Y’
en un nombre d’'instants finis appelés points de collocation. Cette approximation se traduit par
le calcul d’'un résidu R. Ce résidu est la différence entre l'interpolation de la dynamique X; et le
calcul de la dynamique f(X;, U;) aux points de collocation {T;} :

R=x—f(x,u), i=1....,Ng (1.52)

On notera par la suite R; le résidu en T;j et Rle vecteur des résidus. Le schéma d’intégration im-
plicite peut étre choisi parmi diverses techniques telles que la méthode trapézoidale, d’'Hermite-
Simpson [Dickmanns & Well 1975], de Runge-Kutta [Butcher 1964] ou encore de Gauss-Lobatto
[Herman & Conway 1996]. Le respect de la dynamique est assuré lorsque I'ensemble des
résidus R; vérifient un critére d’erreur de type ||R|| < €, ce qui est pris en charge par I'algorithme
de programmation non linéaire. Le jeu de contraintes du probléme d’optimisation paramétrique
est donné par :

RYY)=0, C(Y)>0 (1.53)

avec C(Y) défini par I'équation (1.51).

Dans le cas ou seul I'état est discrétisé, I'approche est similaire a la précédente, le vecteur
Y ne comportant alors que les valeurs de I'état. Cette approche se pose dans le cadre des
systémes implicites i.e. la dynamique de ces systémes se définit par I'équation implicite F (X, X) =
0, I'évaluation de I'expression des résidus est alors modifié. Lalgorithme peut se résumer comme
suit :
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Méthodes de collocation

Initialiser Yj, i=1,...,N+1
Tant que les contraintes ne sont pas satisfaites, faire :

1. Calculer les résidus par intégration implicite

2. Evaluer les contraintes
— si les contraintes sont satisfaites : sortir de la boucle
— si les contraintes ne sont pas satisfaites aller en 3

3. Calculer une nouvelle estimée \?i, i=1,...,N+1 par des méthodes
de gradient (cf. optimisation non linéaire)

Calculer le critere de co(t

Ces méthodes ont été appliquées a la génération de trajectoires optimales d’attitude par
Herman et Conway [Herman & Conway 1992] d’'une part et par Scrivener et Thompson dans
[Scrivener & Thomson 1993] d’autre part. La différence entre les deux études vient du critere
de codt étudié, a savoir la consommation d’énergie pour les premiers et le temps de manoeuvre
pour les suivants. lls basent néanmoins leur méthode de collocation sur la méthode d’Hermite-
Simpson i.e. une approximation cubique de I'évolution de I'état entre deux points de segmenta-
tion temporelle (cf. figure 1.3).

f(XG,uG) Approximation cubique

FiG. 1.3 — Approximation de la trajectoire d’Hermite-Simpson sur un segment

Dans la technigue d’'Hermite-Simpson, les points de collocation sont les centres des seg-
ments temporels. Ainsi, les coordonnées de I'état aux instants de collocation sont :

1 T
XCIE(XG—FXD)—i‘g(fG—fD) (1.54)
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ou T est la taille de lintervalle, fg = f(Xg,Ug), fo = f(Xp,Up), les indices G et D indiquant
respectivement les bornes gauche et droite de I'intervalle considéré. Les entrées de commande
varient linéairement sur chaque segment. Ainsi, la commande au centre du segment est donnée
par :

1
U = 5(Ue+uD) (1.55)

On calcule par la suite une approximation des équations de la dynamique au centre des seg-
ments :

fo = f (%, Ue) (1.56)

Ensuite, d’aprés I'approximation cubique de I'évolution des états, on obtient une expression ex-
plicite de cette méme dynamique :

. 3 1
XC:_E(XG_XD)_Z(fG+fD> (1.57)

Les résidus s’obtiennent alors :
R=fci—Xi, i=1...,N (1.58)

Les autres contraintes sont dldes a la normalisation des quaternions et aux contraintes sur la
commande. Le critére de co(t est alors :

N1 (3(%Gi +x0i) T+TR'R),

si la consommation de couple est minimisée
J= ) N T (1.59)
(NT-TH)“+T3L R R,

si le temps de manoeuvre est minimisé

Le succés des méthodes dites directes est di principalement a deux faits. Tout d’'abord,
comme toutes les méthodes directes, elles ne nécessitent pas I'emploi des conditions néces-
saires d'optimalité ((1.27), (1.28), (1.29)) et sont donc robustes et faciles a utiliser lorsque I'appli-
cation devient complexe. En effet, une spécificité de cette formulation est que les conditions d'op-
timalité sont pris en charge par I'algorithme de programmation non linéaire. Ensuite, contraire-
ment a toutes les autres méthodes présentées, elle ne requiert pas la connaissance d'éventuels
arcs de contraintes et de leur séquencement. La discrimination des arcs est supportée par I'algo-
rithme d’optimisation. Ainsi, la discrimination des arcs est éliminée du processus de collocation.
En effet, I'algorithme d’optimisation fait implicitement cette discrimination par la stratégie des
contraintes actives. Cependant, cela ne permet qu’une approximation des arcs puisqu’eux aussi
se définissent sur la grille des points de collocation. Nous n’obtenons alors généralement que
des solutions sous-optimales.

Les faiblesses des méthodes de collocation sont inhérentes aux dimensions du probléme
et a l'algorithme d’optimisation paramétrique non linéaire. En effet, le nombre de variables a
optimiser est proportionnel au nombre de segments et au nombre de variables du systeme.
Pour I'exemple précédent on obtient 10 variables (7 variables d’état et 3 entrées de commande).

Les algorithmes d’optimisation nécessitent également de calculer des matrices jacobiennes
et hessiennes qui comportent une information sur les dérivées. Ces calculs sont opérés par
différences finies. Ces techniques ne sont fiables que si les dimensions du probléme sont rai-
sonnables. Si ce n'est pas le cas, il est nécessaire d'utiliser des outils de réduction des gradients
[Brenan & Hallman 1994] qui s’avérent efficaces mais colteux en temps de calcul.
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1.5 Meéthodes composites et autres méthodes

.5.1 Association des méthodes de collocation et des méthod es indirectes
de tirs multiples

Comme nous l'avons déja précisé pour les méthodes indirectes, une trajectoire initiale doit
étre fournie a I'algorithme itératif issu de I'application des conditions nécessaires d'optimalité
(1.27), (1.28) et (1.29) et ceci constitue une des difficultés de I'approche. En effet, une solution
n’est obtenue que si la trajectoire initiale est suffisamment proche de la solution optimale. Ce
gui revient a avoir une connaissance tout au moins partielle de la solution optimale. Le principe
introduit par Bulirsch et ses collaborateurs [von Stryk & Bulirsch 1992],[Bulirsch et al. 1993] con-
siste a calculer cette trajectoire initiale par le biais de méthodes directes de transcription. Ceci
présente comme avantage de ne pas avoir besoin d’'une solution initiale précise. Selon les au-
teurs, ces deux méthodes sont complémentaires. En effet, la solution offerte par des méthodes
de collocation est obtenue relativement facilement a partir d’'une solution initiale peu précise. En
revanche, si elle n’est généralement pas optimale, elle en donne une bonne approximation. A
partir de cette approximation, les méthodes indirectes prennent le relais et permettent d’aboutir a
une trajectoire prés de I'optimalité. Shen et Tsiotras [Shen & Tsiotras 1999], a partir des travaux
de Chowdry [Chowdhry & CIiff 1991], obtiennent des résultats intéressants en combinant les
méthodes directes et indirectes pour un modéle complet.

[.5.2 Autres méthodes de génération de trajectoires

Nous pouvons évoquer brievement d’autres techniques comme la méthode de STO (Switch-
ing Time Optimization) qui a été développée a I'origine dans le cadre de la robotique par Meier
et Bryson [Meier & Bryson 1990]. La méthode consiste a optimiser, dans le cadre de comman-
des saturées, les instants de commutation. Elle a été appliqguée au probléme de réorientation en
temps optimal par Byers [Byers & Vadali 1993] puis par Liu et Singh [Liu & Singh 1996] dans le
cadre de trajectoires a consommation minimale. Cette méthode, bien qu’aisément implantable,
souffre du fait que le nombre de commutation doit étre établi par avance.

.6 Conclusion

Nous avons présenté dans ce chapitre une classification des méthodes de commande opti-
male pour la génération de trajectoires selon deux grands courants : les méthodes indirectes et
directes.

Les méthodes indirectes n'apparaissent pas tres appropriées pour le probleme de guidage.
En effet, elles ne sont applicables que sous certaines hypotheses simplificatrices, a savoir I'ap-
proximation d’une matrice d’'inertie diagonale ou encore la non prise en compte des raideurs
gyroscopiques dans le modeéle dynamique. De telles hypothéses dans le calcul des profils de
commande peuvent entrainer des écarts importants a la trajectoire lors de leur exécution. De
plus, les méthodes indirectes nécessitent I'utilisation de variables adjointes, ce qui va engendrer
deux types de difficultés. Tout d’abord, les états adjoints augmentent le nombre de variables
d’optimisation. Ensuite, il est nécessaire que leur trajectoire initiale soit proche de la trajectoire
optimale pour que l'algorithme converge. Or, le calcul de cette trajectoire initiale est déja un
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probléme en soi. Les différents contributeurs ont décrit des heuristiques pour pallier ce prob-
Iéme, mais toujours sous un nombre important d’hypothéses simplificatrices.

Les méthodes directes présentent de meilleurs dispositions. Elles sont tout d’abord plus sim-
ples a mettre en place. Elles ne nécessitent pas d’états adjoints et convergent vers une solution
méme en cas de trajectoire initiale éloignée de la solution optimale. De plus, dans le cas de
la génération de trajectoires d'attitude, elles sont aussi précises que les méthodes indirectes.
Cependant, la dimension du probléme d’'optimisation est grande et peut poser certains prob-
[éemes aux algorithmes d’optimisation non linéaires. Ajoutons que les solutions obtenues sont
généralement sous optimales mais donnent une bonne approximation de la solution optimale.

Ce tour d’horizon des différents travaux réalisés dans le domaine de la génération de trajec-
toires par résolution du probléme de commande optimale permet de positionner nos travaux et
de justifier les orientations suivies par la suite. Dans le chapitre suivant, nous présenterons le
concept de la platitude différentielle et son intérét pour le guidage en attitude des engins spa-
tiaux. Les propriétés de la platitude différentielle permettent de simplifier le probleme et rendre
trés attractives les méthodes directes de commande optimale tout en ne faisant aucune hy-
pothése sur la dynamique du systéme, contrairement a I'ensemble des travaux présentés sur
I'optimisation de trajectoires d’attitude pour satellites.
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1.1 Introduction

Ce chapitre est articulé autour de la notion de platitude différentielle et ses implications dans
les taches de génération de trajectoires. Ces notions sont importantes pour la compréhension
des techniques qui seront mises en oeuvre a partir du chapitre lll. En effet, la platitude différen-
tielle constitue une des pierres angulaires de ce mémoire.

Ce chapitre aura pour but, d'une part, de montrer que le modéle dynamique d’attitude d’'un
satellite rigide posséede la propriété de platitude et, d’autre part, de mettre en relief 'ensemble
des propriétés utiles pour la construction des algorithmes de génération de trajectoires.

Nous rappellerons les définitions de la platitude différentielle dans deux cadres différents, a
savoir celui de la géométrie différentielle [Fliess, Lévine, Martin & Rouchon 1999, van Nieuw-
stadt, Rathinam & Murray 1998, Martin, Murray & Rouchon 2003] et celui de I'algebre différen-
tielle [Fliess, Lévine, Martin & Rouchon 1992b, Fliess, Lévine, Martin & Rouchon 1992a, Aranda-
Bricaire, Moog & Pomet 1994, Fossas, Franch & Palau 1998]. Les deux approches constituent
des cadres d'étude complémentaires. Cependant, nous nous attacherons essentiellement au for-
malisme de la géométrie différentielle puisqu’il fournit, par le biais de la condition nécessaire et
suffisante établie dans [Lévine 2004b], des outils intéressants pour envisager le développement
d’'un algorithme systématique de démonstration de la platitude a partir d'un modéle dynamique
non linéaire. Les notes de cours de Jean Lévine [Lévine 2004a], qui préfigurent un ouvrage en
cours d’élaboration, constituent un des documents de référence pour ce chapitre.

La premiére section du chapitre pose les bases des jets infinis dans le cadre de la géométrie
différentielle en dimension infinie et définit la notion d’équivalence de Lie-Backlund entre deux
systémes pilotés. Dans un second temps, nous rappellerons la définition de platitude différen-
tielle et la condition nécessaire et suffisante de platitude. Nous détaillerons comment la carac-
térisation de I'application qui définit I'équivalence de Lie-Backlund est au coeur de cette condition
nécessaire et suffisante. Ensuite nous appliquerons cette condition au modéle dynamique d’at-
titude d'un satellite rigide. Enfin, nous reprendrons le probléeme de génération de trajectoires
tel qu'il a été posé dans le chapitre |, a savoir comme un probléeme de commande optimale.
Nous montrerons comment la platitude différentielle transforme ce probléme en un probléeme
équivalent, dont nous exploiterons les propriétés dans la suite de ce mémoire.

II.2 Jets infinis et équivalence de Lie-Backlund

Cette premiére section doit nous amener a appréhender la notion d’équivalence entre deux
systemes comme l'existence d’'une application inversible liant toutes les trajectoires d’'un sys-
téme piloté a celles d’'un autre systéme piloté. Les notations de base de géométrie différentielle
sont reportées en annexe B afin de ne pas surcharger ce paragraphe.

Fliess et al [Fliess et al. 1999] ont décrit la platitude dans le cadre de la géométrie différen-
tielle en termes d’équivalence de Lie-Backlund entre deux systémes. Du point de vue de la
génération de trajectoires, les principales avancées proposées par la platitude sont liées aux
propriétés de cette équivalence.

Nous rappellerons la définition des systémes pilotés non linéaires dans le cadre des jets
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infinis sous la forme explicite :
x= f(x,u) (11.1)

ol X appartient & une variété X de dimension n, u appartient & un ouvert U de R™ et on sup-
pose de plus que le rang de % est constant et égal a m. Nous considérerons aussi le cas des
systémes non linéaires implicites qui sont décrits sous la forme suivante :

F(x,X) =0 (I.2)

avec X appartenant a une variété X de dimension n et F une application C* de T X I'espace
tangent de cette variété X dans R"™, dont la matrice jacobienne %—'):( est de rang égala n—m.

Nous préciserons au paragraphe 11.2.2 comment il est possible de passer d'une forme a I'autre.

Présentons tout d'abord la topologie des jets infinis.

[1.2.1 Jets infinis
[1.2.1.1 Coordonnées infinies et variétés produits

Les isomorphismes de Lie-Backlund sont des applications qui vérifient trois propriétés [Anderson
& Ibragimov 1979] :
— chaque composante de ces transformations fait intervenir un nombre fini mais non connu
a l'avance des dérivées successives des coordonnées en jeu.
— ces transformations admettent la dérivation par rapport au temps (cf définition 11.2).
— ces transformations sont inversibles au sens ou, par l'intermédiaire d’une transformation
de méme type, les coordonnées initiales sont atteignables a partir des coordonnées im-
ages.
La premiére propriété vérifiée par les isomorphismes de Lie-Backlund nous améne a considérer
un nombre fini mais non prévisible de coordonnées : on parlera ainsi d'une infinité dénombrable
de coordonnées, que I'on note comme les dérivées successives des coordonnées par rapport
au temps :

X = (xl,...,xn,>'(1,...,)'(n,...,x(lk),...,xg,k),..) (11.3)

xi(k) désigne la dérivée kieme ge X; par rapport au temps. Ces coordonnées sont naturellement
associées a une variété produit dite de jets infinis qui est le produit de la variété X et d'une
infinité dénombrable de répliques de R" :

XxR=XxR"xR"x ... (11.4)
On peut aussi dans le cas explicite ou I'entrée U est spécifiée, introduire les coordonnées :
(x,0) = (xl,...,xn,ul,...,un,ul,...,Un,...,u(lk),...,ugk),..) (11.5)
On associe de la méme maniére ces coordonnées a une variété produit de jets infinis :
XxUXRIT=XxUxRM"xRMx... (11.6)

Donnons maintenant la définition de la continuité d'une fonction sur les variétés produits.
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Définition 11.1

Une fonction @ de X x RY (resp. X x U x RY) dans R est continue si et seulement si @ ne
dépend que d’'un nombre fini, arbitraire de coordonnées de X x R (resp. X x U x R et si elle
est continue par rapport a ses coordonnées.

De plus, pour tout K > 1, @ € CX si et seulement si @ est k fois différentiable par rapport a
chacune des variables dont elle dépend et si (p(k) est continue vis-a-vis de ses coordonnées.

[1.2.1.2 Champs de vecteurs

Dans le cas d’'un systéme sous la forme implicite, un champ de vecteurs C* sur X x R est
un opérateur différentiel du premier ordre qui peut s'écrire sous la forme suivante :

V= %Zv., (11.7)

Chaque composante V; j est une fonction C* de X x RQO dans R.
De méme, dans le cas d'un systéme sous forme explicite, un champ de vecteurs C” sur X x
U x R est un opérateur différentiel du premier ordre de la forme

N 0 m 0
=S W= + Wi | (11.8)

dont chaque composante Wi, w; j est une fonction C* de X x U x R} dans R. Notons que ces
deux définitions sont compatibles avec la notion de dérivée de Lie. Par exemple, soit une fonction
h de classe C* de X x R} dans R (resp. C* de X x U x R dans R), sa dérivée de Lie dans la
direction v (resp. W) est donnée par

n
Lyh = % Z Vij L dans le cadre d'une fonction implicite
=1

X]

N _ oh m oh 1 _ .
Lwh = Z W"a_ + Z) Z Wi j 0 dans le cadre d'une fonction explicite
K=1 i>0j=1 ou

Parmiles champs de vecteurs de premier ordre, nous pouvons distinguer les champs de vecteurs
dits de Cartan qui nous permettront de définir les systémes pilotés.

Définition 1.2 (champ de Cartan)
Formulation implicite  Le champ de Cartan dit trivial est défini sur X par

" o4+ O
Iy = Xt % (1.9)
i;.') j; . ax§'>

Le champ trivial Tx correspond au systéme différentiel trivial pour tout j, dont n'im-
porte quelle fonction de classe C” du temps t — X(t) sur X est solution. De plus, la
dérivée de Lie d’une fonction arbitraire h est donnée par :

dh

n
B (i+y oh _dh
SN2 o0 (10

On peut alors associer a Tx I'opérateur de dérivation %.
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Formulation explicite  Dans le cas des systémes explicites, il nous faut utiliser la variété infinie
X x U x RM pour définir le champ de vecteurs de Cartan f défini par

T if o gu(Hl) 4 (1.11)
p— k— H — .
& 0% i;j_l | dug')

ou fi est la k™€ composante de I'application f.

Cette présentation des jets infinis étant faite, elle va nous permettre de passer a la définition
d'un systéme piloté dans le cadre de la géométrie différentielle en dimension infinie.

[1.2.2 Systeme piloté

Nous pouvons définir simplement un systéeme piloté dans sa formulation dite interne :

Définition 11.3 (systeme piloté : formulation interne)
Un systéme piloté est donnée par une paire (X, f) oo X =X xU x R et f est le champ de
Cartan

En d’autres termes, un systéme explicite piloté est donné par

x = f(xu)

C.
I

(11.12)

Donnons maintenant la définition d’'un systéme piloté dans sa formulation externe i.e. pour un
systéme implicite :

Définition 11.4 (systéme piloté : formulation externe)
Un systéme implicite est donnée par le triplet (X,Tx,F), ou la variété X = X x R}, est muni du
champ de Cartan trivial Ty défini par (11.9) et F est défini par (11.2).

Les deux formulations des systémes pilotés sont équivalentes. On peut exprimer un systéme
implicite (11.2) défini par le champ de Cartan (11.9) dans les coordonnées de la formulation externe
(11.3) comme un systeme explicite sur les coordonnées de la formulation interne. D’apres le
théoréme des fonctions implicites dont on pourra trouver un rappel en annexe, il existe une
application f de classe C*® d'un ouvert de X x R™ vers R™ telle que

Xm—i—l = f~1(X, Xl, - ,Xm)

).(n - .I?nfm(x, Xl, e ,Xm)
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Remarqguons que dans I'expression précédente les variables X1, . . ., Xm sont libres. On peut alors
poser Uy = X,...,Um = Xm, il vient ainsi :

Ui
Um
f(x,u) = - 1.13
u = (11.13)
fn_m(X,u)
On retrouve la formulation interne (11.12) en remarquant que pour tout j > 0 on a ui(” = xi(Hl)
avec i = 1,...,m. On retrouve de méme les coordonnées définies par (I1.5) en remplacant

%%, ... par f(x,u), $(f(x,u)),...

A l'inverse, un systéme explicite défini par le champ de vecteurs (1l.11) dans les coordon-
nées (11.5) peut s'écrire comme un systéme implicite dans les coordonnées externes (I1.3). Tout
d’abord, nous savons que le rang de % est égal a m. Par permutation des lignes nous plagons
aux m premieres, les m lignes indépendantes de la jacobienne. Cette nouvelle matrice jacobi-

enne correspond a % avec f tel que:

avec i =1,...,n et W I'application bijective de 1,...,nvers 1,...,n qui définit les permutations
effectuées précédemment. On notera le vecteur permuté d'état X défini par X = X ;) avec i =

1,...,n. Puisque les m premiéres lignes de % sont indépendantes, le théoréme des fonctions
implicites nous permet d’'inverser le systéeme d’'équations

'

1= ﬁ()h(‘v U)
(11.14)
%m = fi(%.U)
afin d’exprimer la commande U :
u=U(XXy,...,%m) (1.15)

En réinjectant I'expression précédente de u dans celle de f (X, u) et en éliminant les mpremiéres
équations qui sont alors identiquement vérifiées, les N — M équations restantes sont de la forme :

F(%%) =%—fi(xUKK,....%n)) =0, i=m+1,....n (11.16)

avec le rang de %—'):.( égal & n—m. Ainsi le champ de vecteurs (11.16) exprimé dans les coordon-
nées (11.3) est un systéme implicite.

Cette définition d'un systéme piloté nous permet maintenant de décrire I'équivalence de Lie-
Backlund.
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11.2.3 Equivalence de Lie-Backlund

Soient deux systémes pilotés dans leur formulation interne (901, f) et (91,7) ou M = X x U x
RM. X désigne une variété de dimension netU une variété de dimension m, M =Y xV xRJ.,Y,
correspondant & une variété de dimension p et V une variété de dimension @, f et g sont les
champs de Cartan associés.

Définition 1.5 (Equivalence de Lie-Backlund : formulation interne [Fliess et al. 1999])
Soient les points (Xo,Ug) € 9N et (Yo, Vo) € 1. Les deux systémes (9, ) et (N,7) sont locale-
ment équivalents au sens de Lie-Backlund s'il existe :

— une application de classe C* au voisinage de (Yo,Vo) ® : 91— I telle que (Xp,Ug) =
®(yo, Vo) et vérifiant que I'image du champ de Cartan g par ® notée @,.g corresponde au
champ f

— etinversement une application inverse de classe C™ au voisinage de (Xp,Ug) W : I — N
telle que (Yo, Vo) = W(Xo,Up) et vérifiant que 'image du champ de Cartan f par W notée
W, f corresponde au champ g

Les applications, ® et W, sont appelées isomorphismes réciproques locaux de Lie-Backlund.

Définition 11.6 (Equivalence de Lie-Backlund : formulation externe[Lévine 2004 b])
Considérons les systémes implicites (X,Tx,F), X = X x R, dans un voisinage V de Xp € Xo
défini par

Xo= {>—<GX><RDO\L';X(F(X,>'<)):o,szo} (11.17)

ou %—'):( est de rang plein (i.e. toutes les lignes sontindépendantes entre elles) dans V, et (), Ty, G),

X =Y x R&, dans un voisinage W de Yo € Yo défini par
Vo = {xerRg\L';Y(G(z,‘z)):o,szo} (11.18)
ou %—(23 est de rang plein (i.e. toutes les lignes sont indépendantes entre elles) dans W. Les deux
systemes implicites sont équivalents au sens de Lie-Backlund s'il existe :
— une application de classe C” et inversible de W dans V ® : W — V telle que Xg = P(Y)
et P, Ty = Tx
— son application inverse de classe C” et inversible de V dans W W :V — W telle que
Yo= l-|-’()_(0> et WY, Tx =Ty
On appelle image réciprogue, ou induite, d'une forme w définie sur la variété X par I'application

¢ la forme v défini par ¢.w. Les applications ® et WY sont appelées isomorphismes réciproques
de Lie-Béacklund.

Le théoréme suivant donne une propriété intéressante de I'équivalence de Lie-Backlund qui
permettra de justifier par la suite la dimension des sorties plates.

Théoréme Il.1 Si deux systémes sont Lie-Backlund équivalents alors ils ont le méme nombre
d’entrées indépendantes ]

La preuve de ce théoréme est disponible dans [Fliess et al. 1999].

Remarque II.1 Deux systémes Lie-Backlund équivalents ne sont pas nécessairement de méme
dimension d’état.
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Rappelons maintenant une propriété associée a I'équivalence de Lie-Backlund qui aura un
impact sur le probleme de génération de trajectoires (voir paragraphe I1.5).

Théoréme I1.2 Léquivalence de Lie-Backlund préserve les points d’équilibre ]

Démonstration
Supposons que les systémes X = f (X, U) et z=g(z,Vv) sont Lie-Backlund équivalents. Soit (Xg, Up)

un point d’équilibre i.e. f(Xop,ug) =0, uéj) =0,Vj > 1 Comme

Yo = Wo(Xo, Uo, Up, - . ., u§f>) = Yo (X0, Up, 0,....,0)
vy = Wy 1(%0, Uo, Uo, -, U Y) = i1 1(%0, U0, 0, ..., 0), V]

il vient alors
7 —%' % 0o (s+1)
0= 6xx0+ ou to+ +au(5)u° =0
(+1 _ OWjp1,  OPjp1. 0P+ spjr2) o
Vo = Tox Xo + au Up + +7au(5ﬂ'+1) o =0,V]

Nous venons ainsi de prouver que (Yo,Vo) est un point d’équilibre de Z= g(z,v). Un procédé
identique permet de montrer que I'image d’un point d'équilibre de y = g(, V) est un point d’équili-
bre de x = f(x,u). O

Voyons maintenant comment I'équivalence de Lie-Backlund est au coeur de la condition
nécessaire et suffisante de la platitude différentielle [Lévine 2004b]].

[1.3 Condition nécessaire et suffisante de platitude différ en-
tielle

Dans un premier temps, nous allons définir la platitude différentielle dans le cadre de I'al-
gebre différentielle puis dans le cadre des variétés des jets infinis et de I'équivalence de Lie-
Backlund. Dans la seconde définition, le corollaire 1 prendra toute son importance dans le prob-
léme de commande optimale défini par la suite (cf. paragraphe 11.5). Puis nous exposerons la
condition nécessaire et suffisante de platitude qui a été formalisée par Lévine [Lévine 2004b].
Le niveau de détail doit permettre au lecteur intéressé d'appliquer cette condition a tout systeme
non linéaire. Ainsi, un exemple académique sera présenté afin de résumer la démarche a suivre.

11.3.1 Platitude Différentielle
[1.3.1.1 Formulation algébrique

La platitude différentielle a été introduite pour la premiére fois par Fliess et al. en 1992 [Fliess
et al. 1992b, Fliess et al. 1992a]. Les auteurs utilisent le formalisme de I'algebre différentielle
dans la mesure ou un systéme y est vu comme une extension différentielle d’'un nombre fini de
commandes indépendantes. Alors un systéme est dit plat s'il existe un jeu de variables, appelées
sorties plates, tel que le systéme soit algébrique par rapport a I'extension différentielle générée
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par les sorties plates. En d’'autres termes, un systéme est plat s'il existe un jeu de m sorties
plates z et leurs dérivées successives qui déterminent les n états et les m entrées du systeme
sans intégration tel que :

X = Ux(z22...,29) (1.19)
u = Wu(zzz...,25") (11.20)

mais tel qu'on ait aussi la réciproque :
z=h(x,u,0,0,...,u") (1.21)

Cette définition a été décrite pour la premiére fois dans [Fliess et al. 1992b]. Cette définition
de la platitude différentielle nous permettra d’exprimer les contraintes sur I'état et I'entrée de
commande en termes de sortie plate (voir paragraphe 11.4.3).

11.3.1.2 Formulation géométrique

La définition de la platitude différentielle présentée ici a d'abord été établie dans [Fliess
et al. 1999] pour les systémes explicites puis a été étendue aux systémes implicites dans
[Lévine 2004b]. La condition nécessaire et suffisante de platitude développée dans la partie
11.3.2 découle de la définition de la platitude pour les systémes implicites.

Définition I1.7

Le systeme explicite (901, F) (resp. le systeme implicite (X, Tx,F)) est platen (Xp, Up) € 2 (resp.
Xo, € X) si et seulement s'il est Lie-Backlund équivalent en ce point a un systeme trivial explicite
(R, Tm) (resp. un systéme trivial implicite (R, Tm, 0)) ol Ty est le champ de vecteurs trivial sur
RM™ muni des coordonnées

. . k k
(21,...,Zrn,21,...,%,...,Z&),...,Zr(n),...>

tel que

< (i+1) O
" i; j; : ax§'>

Le vecteur z= (z,...,Zy) est appelé sortie plate.

Notons que le théoréme Il.1 permet de justifier que le nombre de composantes d’une sortie plate
est égal au nombre d’entrées indépendantes du systéme plat.

Corollaire 1 Les composantes de la sortie plate sont donc les états du systeme trivial. D’aprés
la définition d’'un systéme trivial 11.2, les m composantes de z sont différentiellement indépen-
dantes : il n'y a pas de relation identiquement vérifiée entre z et zj,'zj,ij,...,zgs*l), i # J. Nous
en déduisons deux propriétés fortes pour le probléme de génération de trajectoires :

1. toute fonction de classe C” vérifie la dynamique de la sortie plate,

2. un espace des sorties plates, O, peut-étre défini avec les coordonnées {z,2,Z,. .. ,z(s) }m
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[1.3.2 Condition nécessaire et suffisante

Considérons un systeme implicite (X,Tx,F) et Xp un ouvert de X. Nous admettrons que

ce systéme est régulier au sens ol rang (%—'):.( = Nn— mavec n la dimension de la variété X gui

compose la variété de jets infinis X = X x R.

Dans le paragraphe 11.3.2.1 la définition de la platitude 1.7 sera reformulée en termes de dif-
férentielle exacte de I'application F, ce qui amenera a une définition de la platitude dans le
formalisme d’une algébre matricielle mais non commutative. Les conditions nécessaires et suff-
isantes de Lévine [Lévine 2004b] s’articulent autour de la caractérisation de I'isomorphisme de
Lie-Backlund ® d’'une part, et de I'intégrabilité d’un idéal particulier d’autre part. Le paragraphe
11.3.2.2 exploitera la définition donnée dans le paragraphe précédent pour caractériser I'isomor-
phisme de Lie-Backlund. Dans le paragraphe 11.3.2.3, le probléeme de l'intégrabilité est posé
avant de conclure sur le théoreme qui établit les conditions nécessaires et suffisantes dans le
paragraphe 11.3.2.4.

11.3.2.1 Propriétés variationnelles

Le systéme implicite (X, Tx, F) est plat s'il vérifie la définition 11.7. Il existe alors des isomor-
phismes inverses de Lie-Backlund ® et W. Nous allons tenter de les décrire en fonction de la
différentielle de F.

La forme différentielle exacte des composantes de F s'écrit :

0 /0F oF . .
dF._j;(a—xjdx,Jra—)_qu.), i=1...,n—m (11.23)

Notons que ces formes différentielles s’expriment dans les bases des espaces tangents et cotan-
gents de la variété X qui sont respectivement :

i.\i:l,...,n,j >0

{d)g(j)|i:1,...,n,j20}

On appelle 1-forme toute combinaison linéaire des bases de I'espace cotangent a savoir ¥ ; Vidw
ou V; sont des fonctions méromorphes et wj, les composantes de X. Le théoréme suivant per-
met de lier I'isomorphisme de Lie-Backlund ® a la forme différentielle exacte dF de F. Une
démonstration de ce théoreme est disponible dans la référence [Lévine 2004b].

Théoréme 1.3 Un systéme implicite (X, Tx,F) est plat en (Xp,2p) € X x RY} si et seulement si
il existe ® un diff€omorphisme inversible et continu, dont I'inverse est aussi continu, de R vers
X satisfaisant ®(z9) = X et tel que

®*dF =0 (11.24)

ou 'opérateur * correspond a I'image réciproque d’'une 1-forme de I'espace cotangent par une
application. -
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Détaillons la condition (11.24), nous avons :

m .

3 (zomim) s
i=0j=1 aXazg) aXazg)
- o e TR LT
i>0j=1 aXazg” J ox dt azj') )

Posons les matrices polynomiales ou la variable est I'opérateur différentiel % :

oF OF d
P(F) = &Jr&d__t (11.26)
B o d'
P(®) = 2 350 af (11.27)

avec P(F) est de dimension (n—m) x n et P(gp) de dimension n x m. Léquation (I1.24) s’écrit
alors :
®*dR; = P(F) o) P(®)zdz= 0 (11.28)

Ou encore
®"dRyx) = P(F)xP(%)wxdz=0 (11.29)

Par construction, les singletons de ces matrices sont des polynémes en % dont les coefficients
sont des fonctions méromorphes de X dans R . Une fonction méromorphe sur R est continue et
bornée sur R sauf peut-étre en un nombre fini de points.

Avec £ I'anneau des fonctions méromorphes! de X dans R (cf. annexe B), on note & [%] I'an-
neau principal des polynémes en % a coefficients dans K. De méme, avec Ky le champ des
fonctions méromorphes de 9t dans R et 91 = R, on note alors Ay [%] I'anneau principal des
polyndmes en % a coefficients dans K. Il est important pour la suite de remarquer que les
anneaux & [$] et An [$] sont des algebres non commutatifs. En effet 'opérateur § est non
commutatif :

Lensemble de ces conditions implique que la fonction F est elle-méme méromorphe. Nous sup-
poserons que les applications ® et W sont également méromorphes.

On définit Mpq[S] comme étant I'ensemble des matrices de dimension p x ¢ sur & [$].
Mpq [$] constitue un module sur & [$].
Dans le cas général, I'inverse d’'une matrice carré inversible de Mp,p [%] n'appartient pas for-
cément a My p [ &]. Les matrices M, p [ ] dont inverse appartient a My, p [ &] sont qualifiées

i - ; d d d

d'unimodulaires. Cet ensemble est noté Uy [ §] tel que Up [$] € Mpp [§]-

Les éléments de fMp7q [%} admettent une réduction diagonale encore appelée décomposi-
tion de Smith [Cohn 1985].

LUne fonction défini sur un ensemble D ets méromorphe si elle y est définie sur cet ensemble & I'exception
éventuelle de certains points
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Théoreme I1.4 (décomposition de Smith)  Soit une matrice polynomiale A € .‘Mp7q [%} , il existe
deux matrices V € Up [&] etU € Uq[$] telles que

(Ap Op7q_p> sip<q,
Ap sip=qd,

( % ) sip>q,
Op-qq

Les matrices V € Un_m [%} etU € Uy [%} ne sont pas uniques mais An_m € My—mn—m [%}
est une matrice diagonale unique telle que les éléments d;; divisent d; j pour tout i, j tel que
1<i<j<n-m n

VAU = (11.30)

Définition 11.8
On dit gu’une matrice M € fMp7q [%] est hyper-réguliére si et seulement si sa décomposition de
Smith donne A= 1.

Dans le cas traité ici, nous avons P(F) € Mp_mn [%] : elle admet donc une décomposition de
Smith telle que
VP(F)U = (An-m,On-mm) (1.31)

11.3.2.2 Caractérisation algébrique de I'isomorphisme de Lie-Bécklund

Il s’agit de mettre en évidence I'existence d’une solution a I'équation matricielle P(F)©dz=0
avec © € My m [&]. Supposons maintenant que P(F) soit hyper-réguliére i.e. elle vérifie

VP(F)U = (Im,On-mm) (11.32)

On notera que U € D — SmitHP(F)) etV € G— Smiti{P(F)) du fait de la non unicité des ma-
trices U et V. Dans ce cadre, I'ensemble de toutes les matrices P(%>ILP(7<)6Mnm[g] admissibles
b t

vis-a-vis des contraintes (11.28) et (11.29) peut étre complétement caractérisé par la résolution de
I'équation

P(F)@dz=0 (11.33)
dans laquelle les éléments de © € My m [%} sont supposés ne pas étre liés a @p.
Lemme 1 Posons I'ensemble des matrices hyper-régulieres © € Mp m [%} satisfaisant (11.33).
Cet ensemble n’est pas vide et se définit par

O=U ( On-mm )W (11.34)
Im
avec U € D — Smith(P(F)) et W € Uy [$] choisie arbitrairement. -

Démonstration
On peut écrire I'équation (11.33) grace a (11.32) telle que :

VP(F)UU @ = (Im,0h mmU@=0 (11.35)
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. On— . . .
On en déduit que U~10 = ( nl mm )W ot W € Un[&] est choisie arbitrairement ou en-
m

core @=U ( On-mm )W. Lhyper-régularité de © et donc son inversibilité implique I'hyper-

Im
régularité de W. O

En notantU = U ( On-—mm ) il vient alors © = UW.

Im

Lemme 2 Pour toute matrice Q € G — Smith(U), il existe Z € U, [%} telle que

Qo = < Im )z (11.36)
On—m,m
A fortiori, il existe une matrice O = A(On,mym, In—m)Q telle que QO = 0 équivalente a P(F) (i.e.
L € Un_m[] telle que P(F) = LQ). -
Démonstration

Nous savons que la matrice U est hyper-réguliere du fait de I'hnyper-régularité de U et de I'équa-

A On— . . " s LA
tionU =U < ”I mm ) En appliquant la décomposition de Smith a la matrice U, nous avons
m

. A |
une matrice Q € Up [%} etRe Uy [%} telles que QUR = ( 0 m )
n—mm
La premiére partie du résultat s'obtient en posant R*\W = Z € Un [$]. Ensuite, en multipliant
I'équation & gauche (11.36) par (On—mm, In—m), il vient :

<onm,m,lnm>Qe=<onm,m,lnm>< Im )z (11.37)

On—m7m

En posant Q = (8) il vient Q = (On—mm; In-m)Q, on a alors :

QO =0 (11.38)

En comparant les équations (11.33) et (11.38) et en tenant compte de I'hyper-régularité de J, on
déduit I'existence d’une matrice unimodulaire L telle que P(F) = LQ O

11.3.2.3 Intégrabilité

La notion qui sera développée dans ce paragraphe peut étre rapprochée de la notion d'ac-
cessibilité d’'un systéeme (i.e. le principe de commandabilité pour un systéme non linéaire). Le
second point des conditions nécessaires et suffisantes va consister & montrer que le systeme
implicite obtenu a travers lI'isomorphisme de Lie-Backlund est intégrable et que I'ensemble des
trajectoires est fonction des coordonnées du premier systéme implicite.

En notant Qj j le polynéme en % de I'entrée (i, j) de Q, nous pouvons décrire le vecteur w de
m 1-formes défini a partir de Q tel que

wi(X) S0 Seo Q| (KX
: : = Qdx (11.39)
Wm(X) 311 Y0 Q (@dXE")
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Lindépendance des éléments de w(X) est la conséquence de I'hyper-régularité de Q Nous
pouvons alors générer un idéal sur 'anneau K [%} qgue nous noterons =. Rappelons que le
R [%} -idéal = est 'ensemble de toutes les combinaisons & coefficients dans & [%} des formes
N A, N étant une p-forme arbitraire aveci =1,...,m.

Définition 11.9
Le R [%}—idéal = généré par les 1-formes Wy, ..., Wy est fortement fermé si et seulement si |l
existe une matrice M € U [ ] telle que d(Mw) = 0.

11.3.2.4 Théoréme de la condition nécessaire et suffisante

Dans ce cadre, nous pouvons donner la condition nécessaire et suffisante de platitude.

Théoréme I1.5 Une condition nécessaire et suffisante pour qu’un systéme implicite (X,Tx,F)
soit plat en (Xp,2p) est qu'il existe deux matrices U € D — Smiti{P(F)) et Q € G— SmitHU)
avecU =U < On—mm ) telles que le k [%}-idéal = généré par les 1-formes Gy, . . ., W définies

Im
par (11.39) est fortement clos au voisinage de Xg dans X. [

Une preuve de ce théoréme est disponible dans [Lévine 2004b]. Les idées directrices de la
démonstration sont les suivantes.

Condition nécessaire :  en se basant sur le théoréme 1.3, nous pouvons, par la décomposition
de Smith de P((p) et le jeu des transformations décrites dans les lemmes 1 et 2, écrire :

Z 1Qdx=dz (11.40)

ol dxet dzsont les différentiels des coordonnées du systeme implicite X et du systéme trivial
Z En notant M = Z~1 et en définissant le vecteur w tel que (11.39), nous pouvons écrire que
Mw = dz Enfin en prenant la différentielle extérieure de chaque coté de I'égalité nous obtenons
la condition de forte fermeture du & [ &]-idéal = i.e. d(Mw = 0).
Condition suffisante :  on considere pour acquis les conditions du théoréme a savoir I'existence
des matrices U € D — SmitHP(F)) et Q € G— SmitHU) et tel que Q soit fortement fermé. La
condition de forte fermeture permet de définir un vecteur de 1-formes n défini par N = Mw tel
que N est une 1-forme exacte par le lemme de Poincaré. On peut ainsi définir une application
Wo telle que dyp = Nn. En notant z= Yp(X), X € Xp, il reste a démontrer que I'application W =
(l]Jo, %wo, g—tzzllJo- ) ) = (Wo, Y1, Yo, ...) estunisomorphisme de Lie-Backlund tel que 2= W(X).
Le grand intérét de cette condition nécessaire et suffisante est qu’elle caractérise la platitude
d’'un systéme implicite a partir d'une analyse matricielle de la différentielle exacte de celui-ci.
Cette analyse fait appel a des outils qui sont formalisés d'un point vue algorithmique. Ces con-
ditions nécessaires et suffisantes mettent aussi en avant la possibilité de définir algébriguement
I'isomorphisme de Lie-Backlund qui lie les états du systéme aux sorties plates. Cependant, la
grande difficulté provient de la nhon commutativité des anneaux sur l'opérateur %. Ainsi, les en-
jeux et les difficultés de cette méthode font de ce probléme un champ de recherche important au
sein de l'automatiquee non linéaire. Des travaux sur la génération automatisée de sorties plates
dans le cas linéaire font I'objet d’'un projet INRIA [Quadrat 2007]
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FiG. 1.1 — Véhicule non holonome roulant sans glisser

11.3.2.5 Exemple : véhicule non holonome

Considérons un véhicule a 4 roues roulant sans glissement dans le plan (O, X, V). Les coor-
données du point P, milieu de I'essieu arriére sont notées (X,Y). Soit Q le point milieu de I'essieu
avant, on note | la distance entre P et Q, 8 I'angle entre I'axe du véhicule et l'axe (O,X) et ¢
I’angle de braquage des roues Les conditions de roulement sans glissement s’expriment par le

dOP dOQ
En notant u = Hd |- HPQH
X = ucosd
y=usind
6= tand

Mis sous forme implicite, ce systéme devient :
F =xsin@—ycosB =0

Sa différentielle est donnée par :

d . . o
dF(a):(sme% —cos8g  xcosd+ysing)
On a alors
dx
d
dF(5;) | dy
de

La décomposition de Smith de dF consiste a définir une matrice U et V telles que :

VdFU= (A 0 0

avec A un scalaire. En prenant, V = 1 et U telle que

0 0 1
u=1|(0 1 0
1 cosB d sinB d

xcosB+ysin@dt ~ XxcosB+ysind dt

est paralléle aux roues avant.

(1.41)

(11.42)

(11.43)

(I1.44)

(11.45)

(11.46)
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il vient que & = XCc0SsB -+ ysinB qui est bien un scalaire vis-a-vis de la variable % Lexpression de
U est alors donnée par :

0 0 1
J—u ( 172) [ 1 o (11.47)
12 co9d _singd
A dt A dt
La décomposition de Smith de U permet d’obtenir la matrice Q € G — Smitl‘(U) :
0 1 0
Q= 1 0 0 (11.48)
sinbd _cosbd 1
A dt A dt
Ainsi le vecteur des 1-formes w se définit par :
dx
ool) (0 1 0) q
- y (11.49)
(ooz 1 00 do

La condition de forte fermeture de la définition 11.9 est trivialement vérifiée en prenant la matrice
M égale a la matrice identité de dimension 2. Lidéal = engendré par (dx, dy) est donc fortement
fermé.

Notons enfin que les propriétés de platitude de ce systéme ont été utilisées dans le cadre de
la synthése de lois de commande robuste [d’Andrea Novel, Campion & Bastin 1995, Villagra,
d’Andrea Novel, Mounier & Pengov 2005].

Appliquons maintenant la condition nécessaire et suffisante a un modele dynamique d’atti-
tude d’un satellite rigide.

II.4 Platitude du modéle dynamique d’attitude d’un satelli te
rigide

Nous allons démontrer dans cette section que le modéle dynamique d’attitude d’'un satellite
rigide est différentiellement plat.
Commencons tout d’abord par choisir nos paramétres d’attitude afin de donner le modéle d’'état
du satellite rigide.

[1.4.1 Modele dynamique d’attitude d’un satellite rigide
I1.4.1.1 Cinématique des parametres d’attitude

Les équations de la cinématique sont obtenues par I'écriture de I'équation de propagation
des parameétres d'attitude. Ainsi le modéle satellite dépend de la représentation d’attitude que
nous choisirons. Comme nous I'avons vu dans la section |.2 du chapitre précédent, la représen-
tation la plus commune est celle par quaternion normalisé. La propagation des quaternions
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d’attitude est décrite par (1.5).

(:]0 Qo -1 —9 —03| (O
i iy do -8 Q| |p (11.50)
0 ) 2|12 03 Qo 01| |(

r

ds G — G —0o

Rappelons que les parametres ¢ sont les composantes du quaternion d’attitude Q et p,q,r
sont les trois composantes du vecteur vitesse de rotation Q. Bien que I'utilisation de I'équation
(1.5) soit largement répandue pour décrire la cinématique, leur utilisation pose un probléme du
point de vue de la platitude. En effet, I'inversion de modéle (cf paragraphe 11.4.3) qui consiste a
exprimer les variables d'état en fonction des sorties plates, nécessite d'inverser I'équation de la
cinématique (1.5). Or, le déterminant de la matrice de propagation, o, est nul pour une rotation
de 1 mod 2tradians.

Nous allons maintenant proposer une famille de représentation d’attitude qui répond a la con-
trainte précédemment citée. Cette famille est dérivée de la représentation par quaternion normé.
En effet, ces paramétres d’attitude sont obtenus par projection stéréographique de la sphére de
dimension 4 sur laquelle évolue un quaternion normé sur un hyperplan de dimension 3. Il en
résulte un jeu de 3 parametres stéréographiques, dits parametres de Rodrigues, possédant un
point de singularité dans leur représentation de la sphére des quaternions et par conséquent de
I'attitude.

Les paramétres de Rodrigues dépendent du point et du plan de projection, il en est de méme
pour le point de singularité [Schaub & Junkins 1996]. Il est donc possible de choisir la projection
qui permettra de rejeter au plus loin la singularité. Dans ce contexte, le choix se porte sur les
paramétres stéréographiques symétriques dit Paramétres Modifiés de Rodrigues (PMR) notés
O; [Tsiotras, Shen & Hall 2001]. En effet les PMR trouvent leur point de singularité en +2T1U
Autrement dit, les PMR sont capables de décrire toute rotation a I'exception des révolutions
complétes.

Dans le cas ou la révolution compléte devait étre représentée au cours d’une mission, il est pos-
sible d'utiliser un jeu de paramétres duaux GiS. Ces deux jeux, bien que distincts représentent la
méme attitude. Les PMR duaux o° trouvent leur point de singularité pour la rotation nulle. Il est
ainsi possible de décrire toute rotation sans rencontrer de singularité par le biais d'une méthode
adéquate de passage entre les parameétres duaux.

De plus, les PMR ont un certain nombre d’avantages sur le plan numérique. Les non linéar-
ités qu'ils présentent sont de type polynomiales dans la description de leur propagation et de la
matrice de rotation. La relation entre les quaternions normalisés et les PMR décrit la projection
stéréographique des quaternions sur I'hyperplan médian g = O (cf figure 11.2). Elle se résume
de la fagon suivante :

Qi .
i = i=123 11.51
o (11.51)
20; .
= i=123 11.52
ql 1+0-T0- )&y ( )
1-0'c .
= =123 11.53
%=16Tg .2, (1.53)

(11.54)
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Ad
(q07 ql)
Point de
projection Gi
a=(—-10)
Qo
(_q07 —0
<«—— Plan de projection
ay

Fic. Il.2 — Le paramétre modifié de Rodrigues O; et son dual sont des projections stéréo-
graphiques du quaternion d’attitude et de son opposé.

Les PMR s’expriment aussi en fonction de la rotation principale & définie par I'angle O et le
vecteur unitaire e = [e; ep e3]"

o= etan(%) (I1.55)

L'équation de propagation des PMR est donnée par
. 1 [1-ad"o\ .. T
o= |l | —5— o+0 0

ou | correspond & la matrice identité, o désigne le vecteur des PMR et [O] représente 'opérateur
matriciel suivant :

Q (11.56)

0 —03 O2
[0l=]| o3 0 -0 (1.57)
—02 O1 0

Ainsi, I'équation (11.56) de la cinématique peut s’écrire sous forme matricielle :

1+0%—-0%—-0% 2(0102—03) 2(0103+ 02)
6=-1| 2(0102+03) 1-02+05-05 2(0203—01)
2(0103 — 02) 2(0203+01) 1-0%-053+03% (1.58)
=0(0)Q

Avec cette paramétrisation, le déterminant de la matrice @(0) est un polynéme pair qui n'a pas
de valeur nulle, ce qui constitue le principal avantage de cette paramétrisation. La matrice de
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rotation en termes de PMR s’écrit :

1 4(0? — 05— 03) + 52 80102 + 4033 80103 — 40,3

C0)= g gtgrz| B80102-40sz  4(-07+03-05)+32  8003+401%
(1+070) 80103+ 405X 80,03 —401% 4(—0% — 03+ 03) + 32
(1.59)

oul=1-0'o.

Nous définissons les PMR duaux par rapport aux PMR originaux de la maniére suivante :

s —0Oj .
e =123 11.60
o=, =12 (11.60)

Remarquons que les PMR et leurs duaux donnent exactement la méme matrice de rotation.

On peut définir de la méme fagon la propagation des PMR duaux. En notant o2 =0'0, la
dynamique des PMR duaux s'écrit ;

dszé(' —%(1+02) [6](2—(1—04)%) (1.61)

Remarque 1.2 Une méthode de passage entre les PMR et ses duaux peut étre déduite de
I'équation (11.60). En effet, on peut écrire a partir de cette équation :

|oll2= - 11.62
| 2= 165, (1.62)
Ainsi, il parait intéressant de commuter entre les deux représentations au moment ou leurs
normes sont égales, ce qui permettra de conserver les paramétres utilisés au sein de la sphere

unité de dimension 3.

11.4.1.2 Représentation d’état explicite

Tout d’abord, définissons les états que nous prendrons en compte. S’il parait évident que les
paramétres d'attitude et les composantes du vecteur vitesse de rotation sont des variables d’état,
le moment cinétique interne sera considéré comme une entrée. En effet, au regard de I'équation
(1.10), le couple moteur n’est autre que la dérivée du moment cinétique. Nous obtenons les états
et les entrées de commandes suivantes :

X = [01,02,03,p,G,1]" (11.63)
U= [Hint,1, Hint 2, Hint.3] " (11.64)

Ainsi pour ce modele,n=6etm= 3.
Nous allons maintenant rappeler I'équation X = f (X, u) qui définit le modele explicite du satellite
a partir des équations (11.58), (1.10) :

G1 (1402 — 03— 03)p+2(0102 — 03)q+2(0103 + G2)r

02|  |2(0102+03)p+ (1— 02 + 03 — 03)q+ 2(0205 — 01)r

d3| ~ |2(0103—02)p+2(0203+ 01)q+ (1— 0% — 05+ OF)r (11.65)
Q ~Tpd (Hint + Q A Heot)

Appliquons alors la condition nécessaire et suffisante de platitude au modéle dynamique d’atti-
tude d'un satellite rigide.
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[1.4.2 Applications des conditions nécessaires et suffisan tes

Lemme 3 Le modele dynamique d'un satellite rigide décrit par (I1.65) est différentiellement plat
et admet le vecteur (01,02, 03) comme sortie plate. -

Démonstration

Afin de démontrer ce résultat, nous allons appliquer la condition nécessaire et suffisante du
théoréme I1.5. Il nous faut décrire le systtme sous forme implicite, le systéme explicite étant
donné par (11.65), nous avons :

5 = 0(0)Q (11.66)
—IprQ = Hint + QA Hiot (11.67)

Afin d’obtenir le modéle implicite équivalent au modeéle (11.66), (11.67) nous reprenons la méthode
utilisée pour montrer I'équivalence des formulations interne et externe (cf le paragraphe 11.2.2).
Nous obtenons ainsi la forme implicite de notre modéle qui correspond a I'équation (11.66) :

F(x,x) =0—-0(0)Q=0

01— 7 (14 0% —05—03)p—2(0102+03)q — 2(0103 — 302)r) (11.68)
=| 02— 3 (2(0102— 03)p— (1— 0% + 0% — 03)q — 2(0302 + 0)r)
03— 7 (2(0103+ 02)p— 2(0302 — 01)q— (1 — 05 — 05+ 03)r)

Ce résultat se justifie de différentes manieres. Avec ce choix de F nous vérifions que rang <%—'):.() =
N —m. Ainsi d’'aprés le théoreme des fonctions implicites, nous avons N — M composantes
dérivées qui s’expriment en fonction des m autres que I'on peut considérer comme libres. On
retrouve ici un résultat assez classique qui permet aux algorithmes de guidage rencontrés dans
I'industrie de n'utiliser que des profils de vitesses pour déterminer les trajectoires d'attitude sans
se soucier du profil de couples associés. Calculons maintenant la forme différentielle exacte de
F:

oF oF

dF = —dx+ —dx
oX + 16)4
1 [ —201%p—2020—203r +48 20,p— 2010+ 2r
=72 —202p+2019—2r —201p— 2020 — 203r + %
—203p+ 29+ 201r —2p— 2039+ 202r
203p — 29— 2011 ~1-02+03+0%
2p+203q— 207r —20102 + 203 (1.69)
—201p— 20,0203 + & —20103 - 20,
—20102 — 203 —20103+ 207
- —1+0%2-05+0% —2030,—207 |dx
~20302+201 —1+0%+05— 0%
= P(F)dx

En décomposant P(F ), nous obtenons grace a des outils de calcul formel [Morio 2007] :

VP(F)U = (Im,On-mm) (11.70)
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P(F) est donc bien hyper-réguliére. Ainsi, d’aprés les lemmes 1 et 2, il existe une matrice Q
Intéressons nous maintenant au probleme d’intégrabilité du K [%}-idéal = engendré par les 1-
formes w définis par I'équation (11.39). Soit Z un jeu de sorties plates et h la fonction définie par
I'équation (11.21). Les sorties plates vérifient la contrainte dz= M. Faisons maintenant le choix
particulier des sorties plates et de la fonction h associée :

21 01
| = |02 (1.72)
Z3 O3

(11.72)

Si nous remarquons que par définition d(doj) =0, i = 1,2, 3, alors d(dz) = O et par conséquent :

d(Mw) = (1.73)

Nous venons ainsi de prouver la forte fermeture du & [%]—idéal = engendré le vecteur w cor-
respondant au jeu de sorties plates défini par la suite (cf. section 11.4.3). Le modéle dynamique
d’'un satellite rigide est donc différentiellement plat. 0O

Définissons donc maintenant I'application qui relie les variables d’états aux sorties plates.

11.4.3 Sorties plates et bouclage dynamique

La méthode proposée ci-dessous, qui permet de définir I'application entre les variables d’é-
tats et les sorties plates, ne prétend pas étre généralisable. La définition de cette application,
en plus d’étre une nouvelle preuve du lemme 3, va nous permettre de définir tous les profils
de guidage en fonction des sorties plates et de leurs dérivées successives. Ce bouclage est au
coeur de nos algorithmes de génération de trajectoires car il permettra d’évaluer 'ensemble des
contraintes en termes de sorties plates.

Soit la sortie plate candidate z telle que

Z 01
| = |02 (1.74)
Z3 03

Nous noterons par Z le vecteur [Z,Z,... ,Z(k), ...]. Nous obtenons trivialement la premiére par-

tie du bouclage. En observant I'équation de la cinématique (11.58), les vitesses p,d,I peuvent



46 Chapitre Il. Platitude différentielle et génération det  rajectoires

s’exprimer en fonction de la sortie plate en inversant I'équation (11.58). Nous obtenons alors la
seconde partie du bouclage :

p 1 1+ Z% — Z% — Z% 2212, — z3) 2(z123+ 22) -1 Z:]_
al = | 3 2Auzn+z) 1-Z2+7-B 2znz5—1n) 7 (1.75)
r 2(z123—20) 20n3+71) 1-— zf — Z% + z§ 73

La troisieme partie du bouclage se déduit de I'’équation de conservation du moment cinétique
(1.8). Nous obtenons ainsi les entrées de commande (I1.64). Ainsi, le moment cinétique interne
s’exprime dans Ri en fonction de la vitesse de rotation et du moment cinétique total. Il vient

Hint,1 Hiot,1 p(2)
Hint2| = |Hot2| —1|a(2) (11.76)
Hint,3 Htot,3 r(z)

Enfin, nous pouvons aussi calculer le couple moteur a partir de I'équation (1.8) et donc de I'équa-
tion de dynamique du satellite (1.10) :

Hiot = O (11.77)
U=Hint = —IQ—QAH (11.78)
Ce qui nous donne explicitement :
U p(2) p(2) Htot,1
| =-1142)| - |92 | A |Htot,2 (1.79)
u3 r(2) r(2) Hiot,3

Nous venons de définir les fonctions Wy et Y, telles que nous avons

X = U2 (11.80)
= W2 (11.81)

Voyons maintenant comment la platitude différentielle transforme notre probléme de génération
de trajectoires tel que posé dans le chapitre 1.

1.5 Apports de la platitude au probleme de commande opti-
male

Dans le chapitre I, nous avons établi le probléme de génération de trajectoires d’attitude
sous contraintes comme un probléme de commande optimale. Rappelons que ce probléeme
consiste a déterminer une trajectoire t — (X(t), u(t)) qui minimise un critére de colt J et vérifie
la dynamique du systéme, les contraintes transverses (conditions initiales et finales) ainsi que
les contraintes de passage et d’actionneurs :

x= f(x,u)
X(to) = X0, U(to) = Uo
X(t) =xf, utf) = us (11.82)
Ip(t) < y(X(t),u(t)) < up(t)
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Dans le cas du guidage en attitude, ce probleme a été résolu principalement par des méthodes
présentées dans le chapitre I, a savoir des méthodes indirectes de tirs et des méthodes directes
de transcription dites de collocation.

La platitude différentielle présente de nombreux avantages dans le contexte d’'une méthode
de collocation. En effet, elle permet d'obtenir une paramétrisation minimale des trajectoires du
systéme (états et commandes). Le probléme de commande optimale portera alors sur les vari-
ables de cette paramétrisation qui sont appelées sortie plates. De plus, cette paramétrisation
permet de vérifier implicitement la dynamique du systéme : la dynamique de ces sorties plates
représentée par une chaine d’intégrateurs est identiquement équivalente a la dynamique du sys-
téme non linéaire. Cela aura pour effet d’éliminer toute intégration du processus d’optimisation
de trajectoire : le vecteur de contraintes est réduit aux seules contraintes sur la trajectoire. Ainsi,
le gain sur la dimension du probléme est immédiat vis-a-vis d’'une formulation classique des
méthodes de collocation. Le probléme de guidage va donc se résumer a calculer une trajectoire
t — z(t), suffisamment dérivable, qui minimise le critére J et satisfait les contraintes transverses

de passage et d’actionneurs :
2(t) =37, Ztr) =12
{ M (11.83)

Notons que " (Z(t)) = y(x(t), u(t)).

De plus les propriétés de la sortie plate permettent la description de son évolution par tout type
de courbes suffisamment dérivables (cf les propriétés du corollaire 1), ce qui nous permettra de
choisir le paramétrage des trajectoires des sorties plates.

Remarque 1.3 Dans le cadre de nos travaux, nous n'envisagerons pas d'associer la platitude
avec les méthodes indirectes pour plusieurs raisons. Tout d’abord, en appliqguant les méthodes
indirectes nous perdons l'avantage de la paramétrisation minimale du probleme. En effet, il
faudrait alors associer aux sorties plates un jeu d'états adjoints. De plus, cela nous imposerait
de connaitre la structure du systeme trivial pour définir la dynamique des états adjoints et faire
apparaitre les entrées de commande du systéme trivial. Ensuite, malgré le caractére linéaire du
systeme plat équivalent, I'expression des contraintes en termes des sorties plates s'avéere de
maniere générale complexe, ce qui rendra trés difficile les différents calculs variationnels néces-
saires a la méthode. Ces difficultés forment malgré tout un probléme ouvert qui serait intéressant
de résoudre pour savoir si la platitude réduit les différences entre les méthodes directes et indi-
rectes.

1.6 Conclusion

Au cours de ce chapitre, nous avons introduit les principales notions qui définissent et carac-
térisent la platitude. La formulation algébrique de la platitude nous a permis de déterminer les
sorties plates qui paramétrent complétement les trajectoires du modéle non linéaire représen-
tant la dynamique d’'un satellite rigide. Ceci démontre la platitude de ce modéle. Ces propriétés
prennent tout leur sens lorsque I'on déploie le probléeme de commande optimale. Elles permet-
tent non seulement de réduire le nombre de variables en jeu dans la résolution du probléme de
commande optimale, mais aussi de choisir la représentation des sorties plates dans I'ensemble
des fonctions suffisamment dérivables. Nous allons mettre en place, dans le chapitre suivant,
des méthodes de collocation pour systémes plats et les appliquer au probléeme de guidage.
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1.1 Introduction

Dans le premier chapitre, nous avons exposé les différentes techniques de génération de

trajectoires utilisées pour le guidage satellite, en mettant en lumiére les avantages et les incon-
vénients de chacune d’entre elles. Dans le second chapitre, nous avons présenté le concept de
platitude différentielle et ses propriétés.
A ce stade, nous allons proposer une méthode de génération de trajectoires qui associe une
technique de collocation directe a la platitude différentielle. La méthode de collocation directe
présente I'avantage de résoudre le probléme de commande optimale par le biais d’outils de pro-
grammation paramétriques non linéaires. La platitude fournit une paramétrisation de I'évolution
de I'état et des entrées du systeme par un jeu de sorties. Nous appliquerons dans ce chapitre
cette méthode au probléme de guidage, et nous étudierons les possibilités d’améliorer la procé-
dure de génération de trajectoires du point de vue des performances numériques. Dans ce cadre
notre contribution sera double. Tout d’abord nous proposons une méthodologie d’approximation
convexe de I'espace admissible particulierement adaptée au cas ou I'espace des sorties plates
est de grande dimension. Ensuite, nous développons un outil de comparaison des différents
schémas d’'optimisation qui seront exposés au cours de ce chapitre.

Nous commencerons en rappelant les deux courants de pensées qui exploitent les propriétés
de la platitude pour la génération de trajectoires. Nous présenterons, ensuite, une procédure de
génération de trajectoires optimales de sorties plates sous les contraintes liées au systéme.
Nous expliguerons comment les méthodes de collocation par B-splines permettent de trans-
former le probleme de commande optimale en un probléme d’optimisation paramétrique non
linéaire. Ce probléme sera considéré comme un probléeme d’optimisation globale au sens ou
une solution est recherchée dans I'espace admissible défini par les contraintes considérées.
Ensuite, nous développerons une approche permettant d'utiliser des algorithmes d’optimisation
sous optimaux qui allégent la charge de calcul. Le terme "sous optimal” signifie que la solution
sera recherchée dans un sous espace convexe de I'espace admissible. Pour compléter notre
étude, nous développerons une méthode d’analyse du degré de conservatisme de ces tech-
nigues sous optimales.

Enfin, nous proposerons une étude numérique compléte ayant pour objet une trajectoire de
dépointage d'un satellite d’observation d’orbite basse de type JASON, basé sur la plateforme
générique PROTEUS développé conjointement par le CNES et THALES ALENIA SPACE.

[11.2 Contexte

La génération de trajectoires pour les systéemes non linéaires plats a connu un essor impor-
tant a la fin des années 90. De nombreux exemples académiques et industriels ont été dévelop-
pés par Fliess et al [Fliess et al. 1999],[Fliess et al. 1995],[Rouchon 2001]. Une méthode simple
pour la prise en compte des contraintes y est alors donnée : I'évolution de la sortie plate est
polynomiale avec des coefficients respectant les conditions aux deux bouts. L'ajout d'une con-
trainte supplémentaire se traduira par un relachement de la durée de la trajectoire de maniére a
la satisfaire. Dans [Lévine & Ngyuen 2003], un exemple complet, allant de la caractérisation des
sorties plates a la génération de trajectoires, a été étudié dans le cas d’'un systéme linéaire.

La génération de trajectoires via la résolution du probléme de commande optimale par platitude a
particulierement été étudiée au sein de deux équipes de recherche américaines. Agrawal et ses
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collaborateurs de I'Université du Delaware ont développé des algorithmes utilisant le cadre de la
linéarisation par retour d'état [Agrawal & Faiz 1998, Agrawal, Claewplodtook & Fabien 1998, Faiz
& Agrawal 1998]. lls se sont surtout intéressés a la génération de trajectoires pour systémes
linéarisables par bouclage dynamique. Une vue d’ensemble de cette approche est résumée
dans la thése de Ferreira [Ferreira 2001].

D’autre part, le département Ingénierie et Sciences Appliquée de I'Université CalTech (California
Institute of Technology) a développé des outils de génération de trajectoires en temps réel. Le
probléme de commande optimale est alors résolu par collocation et optimisation non linéaire.
Ces travaux, conduits sous la direction de Murray, incluent la réalisation d’un banc de test com-
portant un turboréacteur orientable. Les premiers travaux ont été réalisés par Nieuwstadt [van
Nieuwstad 1997]. Parmi les contributeurs, on peut compter Milam [Milam 2003] dont la thése
établit la synthése de cette approche et une application sur le banc du turboréacteur, et les
travaux de Petit [Neckel, Talbot & Petit 2003].

Les travaux décrits dans ce chapitre s’inscrivent dans la continuité des travaux précédemment
cités. Nous apportons une nouvelle méthode d’approximation convexe de I'espace admissible
aux contraintes, et un critere de mesure du conservatisme des solutions qui en résultent.

1.3 Optimisation paramétrique globale

[11.3.1 Rappel du probleme de commande optimale plat

Le probléeme de commande optimale a été défini dans la section 1.2 pour le systéme dy-
namique défini dans le paragraphe 11.4.1.2. Rappelons ici les grandes lignes directrices.
Soit le systeme dynamique d’attitude d’un satellite rigide dont les états X et les entrées de com-
mande U sont définis par :

X = [01,02,03,p,q,r]" (1.1)
U= [Hint.1, Hint.2, Hint 3] " (I11.2)

La dynamique du véhicule est modélisée par I'équation suivante :

HE G s

—HEé(Hint + Q A Hiot)
Nous recherchons la trajectoire t — (X(t),u(t)) qui minimise le critére suivant :

tr ..
J:/ HT Hinedt (I11.4)
to

sous les contraintes suivantes :

Conditions initiales et finales  Les objectifs de la manoeuvre imposent :

{x(to>=xo U(to) = Uo

(I11.5)
X(ts) =X¢ u(ts) = ug

Contraintes sur la trajectoire  Elles sont liées au systéme :
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1. Les PMR seront contenus dans une sphére unité de dimension 3
o7+05+05<1 (I11.6)

2. Les contraintes actionneurs sont définies par les saturations en vitesse et en accélération
des roues a réaction :

—Hmaxg Hint < Hmax (”'-7)
—Cmaxg Hint < Cmax (”'-8)

Remarque Ill.1 La contrainte de circonscription des PMR permet d’éviter leur singularité. Cette
contrainte implique de limiter 'angle O de la rotation principale R. Ici, le rayon Rs de la sphere
est fixé a 1 pour les raisons évoquées dans la remarque de la page 43, ainsi nous avons :

0
tan max

Dans le cas ou I'on souhaite ne pas utiliser les PMR duaux, il est possible d’augmenter le rayon
de la sphére si les objectifs de la manoeuvre le nécessitent :

Rs> 1= Bmax>T1

La platitude différentielle permet d'assurer que les trajectoires d'état déduites des sorties
plates vérifient les équations différentielles du systéme. Or, dans les méthodes de collocation
classiques, une intégration explicite ou implicite sous forme de contraintes supplémentaires est
nécessaire (cf. chapitre 1). De plus, les sorties plates, constituant un atlas des trajectoires du
systéme, elles deviennent les variables du probleme d’optimisation. Ainsi, nous rechercherons
donc la trajectoire t — 2= (z,z...,2%,...)T qui minimise le critére J(2) et satisfait un jeu de
contraintes équivalentes a celles des équations (l11.5), (l11.6), (lll.7). Le probléme a résoudre
revient alors a :

minzJ(2)

2(tg) = 2o (11.10)
sous les contraintes : ¢ Z(

Définition Ill.1 (Espace admissible &)
Lespace admissible S; est un sous ensemble de I'espace des sorties plates, Oz qui est défini
dans le corollaire 1. Sy est défini par

S={ZIp(t) < =(z(t)) < up(t)} (I11.12)
ou = est donné par I'ensemble des contraintes inégalitaires suivantes :

Z+5+7<1
—Hmax < Hint (Z2) < Hmax (1.12)
—Cmax < M(z) < Cmax
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Remarque IIl.2 En développant les inégalités précédentes, il vient que seules z,z,Z sont im-
pliguées dans le systéme 111.12. En conséquence, I'espace des sorties plates Oz, auquel nous
nous référerons, est de dimension nz; = 9 correspondant aux coordonnées des composantes de
z,2,7 Par la suite, nous utiliserons z en référence au vecteur (21,2»,23,21, 22,23, 21,22, 23)" .

Notons que dans ce cadre, les contraintes sur la trajectoire et les actionneurs, linéaires et con-
vexes en X et U, sont transformées en contraintes non linéaires et généralement non convexes
enzzz

[11.3.2 Paramétrisation des sorties plates par B-splines
[11.3.2.1 Principe de collocation par B-splines

De maniére générale, les méthodes directes de transcription consistent a décrire les com-
mandes et/ou les états dans un espace fini de fonctions :

Ny

uespan(ls,...,0h}, u= Zaioi (111.13)
i=
Nx

xespan{Xy,..., %}, X= Z BiXj (11.14)
j=1

Rappelons que la collocation consiste a rechercher, dans ces espaces de fonction, une solu-
tion aux équations différentielles associées a la dynamique du systéme. Les polyndmes par
morceaux, dit splines, ont trés souvent été préssentis pour résoudre ce probléme d’intégration
implicite [Ascher, Press & Russell 1983], notamment lorsque celui-ci est inclus dans un probleme
de commande optimale [Renes 1978, Kraft 1985, Hargraves & Paris 1987]. Plus précisément,
les B-splines ont fréquemment été étudiés pour approcher les solutions de systémes d'équa-
tions différentielles ordinaires (cf [Swartz 1988]). Ce choix peut notamment s’expliquer par le
travail fondamental de de Boor [de Boor 1978], qui a fourni un nombre important de résultats
théoriques ainsi que des algorithmes robustes de calcul pour les B-splines.

111.3.2.2 Paramétrisation des sorties plates  z(t)

Ici, les sorties plates sont paramétrées a la place des états et des commandes. Lintérét
des B-splines pour la paramétrisation des sorties plates est multiple. Il est relativement simple
d’établir la classe de continuité sur la trajectoire avec un nombre raisonnable de variables et
sans contrainte supplémentaire. De plus, les B-splines sont a support local : chaque élément
est non nul uniquement localement, ce qui apporte de la stabilité numérique aux techniques qui
vont étre employées par la suite. Ainsi, les sorties plates vont se définir de la maniére suivante :

n

z;(t):ZCH.Bj’k(t), i=123 (111.15)
J

ou G j sont les coefficients aussi appelés points de controle et Bjk les B-splines d’ordre k
construites sur la séquence T strictement non décroissante de points temporels {t;} (cf annexe
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C). Les trajectoires des sorties plates définies par des B-splines sont dérivables sur I'ouvert
Jto, ts ] :

)

n
29(t) = ZCi,j-Bﬁ)((t), 1=1,2,3 (111.16)
J

Remarque I11.3 Bien que les B-splines soient particulierement bien adaptées a notre probléme,
d’autres choix sont possibles notamment les séries de Fourier ou les polyndmes orthogonaux.
Les polyndmes orthogonaux nécessitent néanmoins un ordre élevé pour répondre a des con-
traintes complexes, tandis que les séries de Fourier sont plus adaptées aux trajectoires péri-
odiques.

[11.3.3 Probleme d’optimisation paramétrique

Rappelons que le probléeme de commande optimale en termes de sorties plates est donné
par (l11.10). La paramétrisation des sorties plates par des B-splines permet de transformer le
probléme (111.10) de dimension infinie en un probléeme de programmation semi infinie suivant :

minc J(C)
Z(t,C) =17 (111.17)
sous les contraintes : { Z(tf,C) = ¢
2C)es

ouC=(Cp1,...,C1n,C21,...,C2n,Ca1,...,Can) estle vecteur des coefficients définissant les
trajectoires (111.15). Le probleme (111.17) est semi-infinie car les variables d’optimisation sont en
nombre fini mais elles doivent vérifier les contraintes sur la trajectoire et les actionneurs sur un
continuum temporel.

La méthode de collocation se base alors sur une méthode de discrétisation des contraintes : les
contraintes seront vérifiées en un nombre fini de points {Tj} appelés points de collocation par
référence aux points ou la dynamique du systeme est vérifiée dans les méthodes classiques de
collocation. Le quadrillage de collocation (i.e. nombre et distribution des points) est un degré de
liberté pour la procédure de génération de trajectoires.

Finalement, nous obtenons le probléme d’optimisation paramétrique non linéaire (ou non linear
programming NLP) suivant :

mincJ(C)
2(t,C) =z (111.18)

sous les contraintes : { Z(tf,C) = z;
ZCT)eS, i=1,2,.. . card{Ti}

En résumé, pour configurer ce probleme il est nécessaire de définir un certain nombre de
parametres :
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Données du guidage : - -
v guiead 2,2, S
s, conditions (111.5)

Espace admissible cf. (111.12)

Définition des B-splines : Ne Probléme d'optimisation
ordre Kk et séquence nodale T 4 P

. . {ti}
Paramétres de collocation

FiG. lll.1 — Schéma de configuration du probléme d’optimisation

— Données du probléme de guidage Le temps de manoeuvre et les conditions initiales
et finales (a savoir I'attitude, la vitesse, I'accélération et si besoin le jerk) vont déterminer
Z et Z; a partir des fonctions Wy et Wy (cf chapitre Il paragraphe 11.4.3). Les contraintes
sur la trajectoire des sorties sont définies a partir du systeme d’inégalités (111.12).

— Paramétrisation des sorties plates  Les B-splines se définissent a partir de I'ordre K et
de la séquence nodale T. Ce choix déterminera la dimension du vecteur C.

— Paramétres de collocation Le choix du nombre et de la distribution des points de collo-
cation nécessite une certaine expertise dans le domaine. Il détermine la taille du probléme
NLP et donc sa complexité.

La taille du probleme dépend a la fois du nombre des variables a optimiser (i.e. le nombre d’élé-
ments du vecteur C) et du nombre de points de collocation Tj. Chaque inégalité du systéme
(1.12) implique une contrainte non linéaire vérifiée en chaque point de {T;} et dont la complex-
ité est inhérente au bouclage dynamique (cf chapitre Il paragraphe 11.4.3). D'un point de vue
algorithmique, il pourra étre intéressant de remplacer le systéme de contraintes (111.12) par un
systéme de contraintes convexes. Pour ce faire, nous allons remplacer, dans le probleme (l11.18),
I'espace admissible S; par un sous-espace convexe inscrit dans ce dernier.

ll1.4 Optimisation paramétrique sous-optimale

Afin d’accroitre I'efficacité de I'optimisation vis-a-vis de I'évaluation des contraintes (111.12),
nous allons établir une procédure qui mettra en place des contraintes convexes en termes de Z
Pour ce faire, nous allons définir des approximations convexes intérieures § qui remplaceront
'espace admissible initial dans le probléme d’optimisation paramétrique (111.18). Ce probléme
d’optimisation est sous optimal au sens ou I'espace de recherche d’une solution est un sous-
espace de I'espace admissible.

Dans un premier temps nous allons développer deux méthodes d’approximation de S; qui per-
mettront de fournir des sous-espaces convexes admissibles vis-a-vis du systéme de contraintes
(1.12). Dans un second temps, nous ferons une étude volumétrique de I'espace admissible
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S qui permettra par la suite d'établir un critéere de mesure du conservatisme des algorithmes
utilisant ces approximations.

[11.4.1 Approximation convexe intérieure

Le but de ce paragraphe est d’approcher S; par un sous-espace convexe § de I'espace
des sorties plates tel que § C S |l existe dans la littérature deux types de méthodes : une
méthode analytique et des méthodes numériques. Les méthodes numériques ont I'avantage de
s’adapter aux environnements plus complexes (i.e. modéles du systéme, bouclage dynamique,
contraintes), tandis que la méthode analytique présente l'intérét d'étre basée sur des conditions
nécessaires et suffisantes et fournissent une solution analytique du probléme. Faiz [Faiz 1999]
propose deux visions assez différentes pour obtenir des sous-ensembles convexes. La premiére
est une recherche analytique élégante de I'approximation convexe intérieure. Elle consiste a
chercher une zone atteignable de I'espace d’état du systéme (i.e. (X,U)) telle que l'image de
cette zone par le bouclage dynamique soit convexe. Il établit alors une condition nécessaire et
suffisante que doivent vérifier les zones atteignables de I'espace d’'état. Malgré I'élégance math-
ématique, elle s’avére peu pratique a utiliser dans le cas d’'un bouclage dynamique complexe
et de nz grand. La seconde approche est une approche numérique et polytopique développée
dans [Faiz et al. 2001]. Nous présenterons ici I'approche polytopique de Faiz et une méthode
d’annexion d’espace par superellipsoides.

l11.4.1.1 Méthodes d’annexion : approche polytopique

La philosophie de la démarche est assez simple : elle consiste a choisir un premier sous-
espace § inclus dans S; et de I'élargir tant qu'il reste inscrit dans S;. Ces méthodes reposent
essentiellement sur des méthodes numériques de recherche. Les résultats de Faiz en la matiére
[Faiz 1999] se situent dans la continuité de différentes approches qui ont été développées depuis
les années 50. On peut notamment citer les travaux de Horst et Tuy [Horst & Tuy 1996], qui, pour
obtenir une approximation intérieure convexe, se basent sur I'approximation intérieure d’espaces
admissibles convexes par des polytopes. Les travaux de Fliescher et al [Fliesher, Mehlorn, Rote,
Welzl & Yap 1992] proposent, quant a eux, un algorithme de détermination du plus grand poly-
tope convexe intérieur et du plus petit polytope convexe extérieur a nombre de sommets fixé.
Le méme type d’'algorithme a été proposé par Boyd et al avec des ellipsoides [Boyd, El Ghaoui,
Feron & Balakrishnan 1994].

Faiz propose une méthode permettant d’approcher des domaines non convexes. Le principe
consiste a maximiser le volume d’un polytope sous la contrainte qu'il reste inclus dans le do-
maine admissible. Il pose alors un probléme d’optimisation pour trouver le plus grand polytope
intérieur au domaine accessible.
Soit %y, un polytope de Oz défini par I'ensemble de ces sommets V = {V1,Va,...,Vg,} et
on note F I'ensemble de ses facettes. Tout point Z du polytope P, est défini par le vecteur
A= (A1,A2,...,Aq,) " tel que:
QV
z=(V,A) =AV1i+AVo 4+ +Aq Vg, Aj€[0,1], Y Aj=1 (11.19)
=1
Notons par =(V,A) la fonction d’évaluation des contraintes inégalitaires (I11.12) sur les points
du polytope. Le probléme d’approximation polytopique se pose alors en termes d’optimisation
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paramétrique :
max, cp VolumePy, (V)

= (111.20)
e {D_{V|_(V,)\)§O,)\GB}

B={AeR¥Aj€[0,1], 3L;Aj=1}

Le critére a optimiser est donc le volume du polytope. Les variables d’optimisation sont les coor-
données des sommets du polytope. La contrainte d’inscription dans le domaine admissible est
a vérifier sur I'ensemble des facettes i.e. sur le continuum des parametres Aj. Cette descrip-
tion évoque un probléme d'optimisation semi-infinie. Lutilisation d'une méthode de réduction
locale des contraintes permet alors de définir le probléme d’optimisation en termes de dimen-
sion finie [Hettich & Kortanek 1993]. Ces techniques de réduction locale spécifient les conditions
d’équivalence entre le probléme d’optimisation semi-infinie originel et le probléme d’optimisa-
tion paramétrique discrétisé. Ainsi, les contraintes sont évaluées en un nombre fini de points du
polytope. On procéde par la suite au quadrillage des facettes du polytope ou seront vérifiées les
contraintes. On pose alors le probléme suivant :

max, cp VolumePy, (V)

(I11.21)

~

D={V|Z(V,\)<0,A B}
avec
B={{A1,A2,...,Aq, €BJzEF}

Faiz [Faiz et al. 2001] propose une procédure qui peut étre résumée comme suit :

1. Définir le nombre de sommets et facettes
2. Création d'un polytope primitif

3. Création du quadrillage d’évaluation des contraintes par méthode de réduction
locale

4. Résolution du probléme d’optimisation (111.21)

La création d’'un polytope primitif souléve un certain nombre de difficultés. La définition d’'un
polytope nécessite un nombre de facettes et de sommets fixés. Or, il en existe une trés grande
variété. Faiz [Faiz et al. 2001] propose alors d’inscrire ce polytope primitif dans une sphére unité.
Linconvénient d’'une méthode qui consiste a optimiser les coordonnées des sommets d’un poly-
tope, est que celles-ci vont évoluer, de fagon mal maitrisée, au cours du processus d’optimisa-
tion. Or, la complexité du probléme augmente exponentiellement avec le nombre de sommets,
qui, croit, a son tour, fortement avec la dimension de Oz Faiz [Faiz 1999] propose plusieurs
exemples d’approximations polytopiques réussies dans le cas d’espace de sorties plates de di-
mension 2. Or, dans notre cas, la dimension de Oz est 9 et le bouclage dynamique est complexe.
Il devient alors difficile de mettre en place de telles techniques. Dans les paragraphes suivants,
nous proposons une méthode pour gérer convenablement le probléme de la grande dimension
de I'espace des sorties plates et du bouclage dynamique complexe.

[11.4.1.2 Méthodes d’annexion superellipsoidales

Lapproche que nous proposons ici a pour but de simplifier le processus d’approximation
convexe, notamment en limitant le nombre de paramétres d’entrée. Notre approche se base sur



I1l.4. Optimisation paramétrique sous-optimale 59

0.5

mmmm

[
PNHOIH

FiG. lll.2 — Variation de la superellipse en fonction de €

les surfaces dites superellipsoidales. Tout d’abord, nous donnerons la définition des superellip-
soides et les propriétés géométriques utiles. Ensuite, nous exposerons le probléme d’approxi-
mation et nous montrerons que notre approche, bien qu’équivalente en certains points a celle de
Faiz, permet de réduire le nombre des parametres d’optimisation & nz (nz x gy pour I'approche
de Faiz [Faiz et al. 2001]).

[11.4.1.2.1 Définition des superellipsoides Les superellipsoides peuvent étre vues comme
une extension des superellipses en dimension n [Barr 1981].

Définition 111.2 (Superellipse)
Une superellipse est une courbe fermée du plan (O, X,y) définie par I'équation suivante :

(l) - (l) 1 (11.22)
er &

X

e et & étant les demi-grands axes et € € R*". Notons que, pour le calcul, les termes &

sont d’abord élevés au carré.

Yy
ete2

Pour e; = & et € = 1, nous obtenons le cercle centré en 0 de rayon e;1. Lorsque € tend vers
0 la superellipse tend vers le carré de coté parallele aux axes et de longueur 1 et lorsque €
augmente, la superellipse tend vers une étoile a quatre branches (cf. figure I11.2).

La courbe d’'une superellipse se réécrit en coordonnées polaires :

X| |eico$6
M = [ezsinee]’ —-n<e<m (1.23)

On appelle B 'anomalie et € I'exposant de la superellipse [Barr 1981]. Par convention les puis-
sances de fonctions trigonométriques se calculent de la facon suivante :

cos 0 = sign(cosB)| cosB|®
sirf 6 = sign(sind)| sinB|®
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Les superellipsoides en dimension 3 s'obtiennent alors par le produit sphérique entre deux su-
perellipses :

X [e11c0$10; €,1C0526;
)Z/ - _elyzsingl 91} {ezzsinaz 92}
_ (I11.24)
€1,1€21C0S26, c9§1 01 { <0<
= |e11e22€0820,sinf10 |, o o
e1725in€2 92 -3 < e2 < 2
A7

FiG. 1ll.3 — Vecteur définissant une superellipsoide comme produit sphérique de deux superel-
lipses

Nous pouvons observer sur la figure 111.3, que €2 définit la forme de la superellipsoide sur les
plans paralléles & (x,y) et €1 sur les plans perpendiculaires & (X,y). De maniére générale, on
admettra que pour assurer la convexité de la surface, on devra avoir Vi, € < 2 [Barr 1981]. On
obtient une superellipsoide S, de dimension n, en considérant N — 1 superellipses E; définies
par :

g.1c0S 6 -1 sii=1

El(slyul) = [3725|ﬁ| e|:| ’ 37173727& €R+*7 e| S {[ m Tt

. (111.25)
35,3 S||:2,...,rFZ—

On notera par la suite par 8 = [01,...,0,_1] le vecteur des anomalies et par € = [€1,...,En_1]
le vecteur des exposants. Les coordonnées [Xy, .. .,Xn]T d’'un point de la surface sont données
par le produit sphérique des n— 1 superellipses Eqn_ 1 ®En 2® - QE1 :

-1 i
_ {a i1 COS* Bk sil=1 (111.26)

8 Sirfi-10_1 [Te_i coskB sii=2,...,n
ouag = f(e171, e, en_172). Onnote a= [ay,...,an| le vecteur des demi-grands axes. Ainsi, pour

définir une superellipsoide, 2n — 1 parametres sont nécessaires.
Les superellipsoides sont des surfaces qui sont plus flexibles que les ellipsoides utilisées dans
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FiG. lll.4 — Superellipsoides 3D pour différentes valeurs de €1 et €
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[Boyd et al. 1994] pour les approximations convexes. La convexité de la superellipsoide est
déterminée par les valeurs des paramétres {&;} (cf figure 1.4 ). En effet, ils permettent aussi de
contrbler le caractere anguleux de la surface en fonction de chaque axe.

A l'instar de I'approche polytopique, le probléeme d’approximation par superellipsoides se pose
comme I'optimisation du volume décrit par la surface sous la contrainte que ce volume soit inscrit
dans I'espace admissible. La définition du volume d’une superellipsoide en n dimensions et de
la fonction d’appartenance d’'un point a la superellipsoide sont données en annexe D.

[11.4.1.2.2 Probléme d’approximation Le probléme d’approximation consiste a maximiser le
volume V de S, une superellipsoide en dimension n sous la contrainte que la superellipsoide
reste inscrite dans S;. A l'instar de I'approche polytopique, ce probleme se pose comme un
probléme d’optimisation semi-infinie :

maxVolume S(a,€) sous la contrainte : Vztel que ¥(2) <1,2€ & (11.27)

ae

Le volume de S, est défini par :

n—1
Vh = 2a, aisiB< sl+1) (111.28)
il:! 2’2

La fonction d’appartenance F est donnée par I'expression suivante :

Fn(X,@) =Anp, Xx,acR" (111.29)
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ou An n est définie par la récurrence suivante :

2 2

= () (2)*

€k

Ank(X) = (1)1 + (%)™

Les calculs exprimés ci-dessus sont détaillées dans I'annexe D.

(111.30)

Remarque Ill.4 Nous cherchons a maximiser le volume d'une superellipsoide qui est centrée
en l'origine de I'espace des sorties plates Oz et dont les demi-grands axes sont alignés sur les
axes de Oz Ces faits se justifient par les informations obtenues a partir du systéme d’inégalités
(11.12) qui définit S;:

— Sy est centré autour de l'origine de Oz En effet, si un point Z appartient a Sy alors nous

avons —z€ S5

— S admet chaque axe de Oz comme axe de symétrie. Ces symétries se démontrent par

étude de la parité de la fonction = autour de chaque axe. Cette étude consiste a comparer,
pour laxe j =1,...,Nz =(Z3) et =(z,) ou
Zyj = 2bi’ ! : j .
~Zhj, 1#]

Les parameétres d’optimisation sont les exposants €; et les demi-grands axes &;. Les parame-
tres € seront considérés comme des paramétres de configuration du probléme car ils définissent
la forme de la superellipsoide. Nous profiterons de la définition de S; (cf. (111.12)) pour fixer une
partie des exposants €;. En remarquant que les trois premiéres coordonnées de Z appartiennent
a la sphére unité (cf. la premiére inégalité du systeéme (111.12)), il apparait intéressant de fixer la
valeur de €1 et €2 a 1. Pour des raisons de simplicité, les valeurs des autres exposants seront
choisies égales entre elles :

1 ifi=12
& = ) (11.31)
a ifi=3,...,n—-1
On se fixe une série de valeurs de a €]0, 2] et pour chaque valeur de @, les demi-grands axes
seront les seules variables d’optimisation. Cette limitation se justifie par la difficulté d’optimiser
a la fois la forme et la taille de la superellipsoide. En effet, la dépendance des paramétres a
vis-a-vis de € peut induire des effets néfastes sur I'algorithme d’optimisation.

Le probléeme d’approximation (111.32) est un probléme de programmation non linéaire semi-
infinie. Afin de réduire la taille du probléme, nous allons vérifier la contrainte d’appartenance a
Sy uniguement a la surface de la superellipsoide en un nombre de points finis.

maaXVqume S(a) sous la contrainte : VZ(g,a,u) défini par (111.26) ,z€ S; (111.32)

)

Le quadrillage d’évaluation de la contrainte d’appartenance a S; est défini sur les coordonnées
(111.26) oui les anomalies 6; prennent des valeurs discréetes sur leurs intervalles de définition :

[T, ] sii=1

.33
[—g,g] Sii:2,...,n2—l ( )

{eLl, . .,eLqei} €

Notre méthode d’approximation peut se résumer par la démarche suivante :
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1. Définir les nz exposants &; (cf. (111.31))
2. Création du quadrillage d’évaluation des contraintes

3. Résolution du probleme d’optimisation (111.32)

Pour la plupart des exemples de superellipsoides calculés sur le tableau lll.1, les exposants
sont définis par la formule (111.31). Les exposants de la derniére superellipsoide sont tous égaux
a 2 ce qui permet d’obtenir un cas particulier dont nous exploiterons les propriétés dans le
paragraphe I11.4.2.3. Le probléme d’'optimisation (I11.32) a été résolu avec un quadrillage fin d’é-
valuation i.e. nous avons pris 4 valeurs discrétes par anomalie. On obtient alors 48 points ce
qui aprés éliminations des points doubles nous raméne & environ 14000 points d’évaluation des
contraintes. Lapplication de la procédure d’approximation donne les résultats du tableau III.1.
On constate que le volume diminue avec I'accroissement du paramétre d.

$10 50 S$30 S40 S50 Sefl
o 0.1 0.5 1 1.5 2 2
volume | 1.0e-11 2.24e-12 1.38e-13 5.63e-15 1.85e-16 5.89e-17

TaB. Ill.1 — Calcul des superellipsoides (¢ : €; définis par (I11.31), 4: ¢ =0a,i=1,...,n;—1)

[11.4.2 Probleme d’optimisation convexe

Le probléme d’optimisation paramétrique qui sera résolu differe du probleme décrit dans le
paragraphe 111.3.3. En effet, nous remplacerons S; par les approximations convexes intérieures
S que nous avons présentées dans cette section et nous définirons un critére convexe :

minc Jc(C)

2(t,C) =7 (111.34)
sous les contraintes : < Z(tf,C) = z;
z(C,1)) €S, i=12,...card{Ti}

Dans le cas des superellipsoides, la contrainte sur la trajectoire s’exprime a partir de la fonction
d’appartenance définie pour une superellipsoide de dimension n :

ZC1)eS © Fn,(Z(Co1i) <1, i=12,...card{Ti} (11.35)

Le principal avantage de cette formulation, vis-a-vis des contraintes (111.12), est de réduire le
nombre de contraintes inégalitaires de 13 pour le systeme (111.12) a 1 pour le probléeme (111.34).
De plus, les fonctions Y et Yy ne sont plus évaluées car les contraintes portent désormais sur
les sorties plates et leurs dérivées.

La génération d'un probléeme d’optimisation convexe passe aussi par la définition d'un critére
de colit convexe vis-a-vis des parameétres d’optimisation. Nous proposons dans les paragraphes
suivants un critére convexe de colt et des contraintes linéaires et quadratiques qui peuvent se
déduire facilement des superellipsoides étudiées précédemment.
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[11.4.2.1 Critére de colt convexe

Il parait intéressant d’intégrer I'accélération des sorties plates Z dans la fonction de co(t. En
effet, Z est linéairement dépendant de C car nous avons :

n

z(t)zzq,j.éhk(t), i=1,2,3 (111.36)
]
Ainsi, notre critére de codt convexe est donné par :
tf
J=[ #'zdt (11.37)
to

[11.4.2.2 Contraintes quadratiques

Les contraintes d'appartenance sont le plus généralement non linéaires mais il est possible
d’obtenir des contraintes de type quadratiques ou linéaires pour des cas particuliers de superel-
lipsoides comme les ellipsoides. Elles sont obtenues en posant&; =1, i =1,...,n;— 1 ce qui
correspond a la superellipsoide S3. Une ellipsoide peut aussi étre définie par une équation ma-
tricielle quadratique :

Fn = {X|(x—%c) "P(x—X;) = 1} (111.38)
ou la matrice P est une matrice symétrigue. Dans le cas ou la direction des demi-grands axes
est confondue avec les axes du repére, P est une matrice diagonale dont la diagonale contient
les composantes du vecteur a*. Nous venons de montrer qu'il est aussi possible d'utiliser les
ellipsoides pour approcher des régions non convexes. Ainsi, les contraintes sur la trajectoire
s’exprimeront de la fagcon suivante :

2C, 1) € B, &2 P2<1, i=1,2,...card{T;} (11.39)
Notons que nous pouvons déduire des résultats de la remarque 111.4 que P est une matrice
diagonale formée a partir du vecteur des demi-grands axes.
[11.4.2.3 Contraintes linéaires

De méme il est possible de déduire des contraintes linéaires a partir d'un cas particulier de
superellipsoides. La surface Sg est ce cas particulier obtenu pour

g§=2 i=1...,n;—1

Elle correspond a un polytope dont les sommets sont situés sur les axes du repére. Les coor-
données des 2n; sommets sont donnés par la valeur des demi-grands axes :

0 sii‘ti
Vij = 3”7&1 Li=1,....,n (111.40)
a sii=]
0 sii£A] ..
Viing, & sii i i , L=1...,n (1.41)

LCe choix nous place dans la lignée des travaux décrits dans [Boyd et al. 1994]. Dans ces travaux, il est établi
gue 'approximation intérieure d’'une région convexe de I'espace par une ellipsoide est unique et qu’'une méthode
d’identification de cette ellipsoide est donnée pour ce cas.
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Lobtention d'une représentation par demi-espace d’'un tel polytope est un probléeme de géométrie
algorithmique. Il consite a rechercher I'enveloppe convexe englobant les sommets. De nom-
breuses publications existent sur le sujet (voir par exemple cf. [Boissonnat & Yvinec 1995] et les
références incluses)? On obtient alors la représentation du polytope %, suivante :

Pr=xeR"Px< P, (11.42)

ol P, € R™M*M et P, € R™ avec ny le nombre de demi-espaces composant le polytope. La
contrainte d’appartenance de la trajectoire au polytope P, s’écrit alors :

2C ) € Py, PRz<PR, i=12,...card{T;} (111.43)

Nous venons de développer dans cette partie, une méthode permettant de remplacer la
région admissible S; et les contraintes non linéaires et non convexes associées par des approx-
imations convexes et leurs contraintes convexes associées. Nous entendons tirer un avantage
numérique de ces approximations. Cependant il nous parait nécessaire de pouvoir appréhender
la contrepartie de I'utilisation de ces derniéres au sein de notre méthodologie de génération de
trajectoires.

111.4.3 Mesure du conservatisme

Les techniques d'approximation présentées précédemment vont naturellement induire un

certain degré de pessimisme une fois introduite dans le processus d'optimisation. Il est donc
important de pouvoir chiffrer ce conservatisme. Nous proposons un indicateur basé sur I'estima-
tion de la perte d’espace admissible par comparaison des volumes de S; et de I'approximation
convexe intérieure § choisie. Un calcul explicite du volume S; semble difficile a appréhender
étant donné la complexité des expressions du systéme d’'inégalité (111.12). Lobtention d'une esti-
mation fine du volume de S;passe par le calcul d’'une approximation fine capable de retranscrire
la non convexité de S Comme nous le verrons, I'utilisation des méthodes ensemblistes pour
approcher S; permettra d’obtenir une approximation fiable de S; et conduire a un calcul rela-
tivement facile du volume de cette approximation. Nous en déduirons un critére pour évaluer le
degré de conservatisme des algorithmes.
La méthode d’approximation que nous proposons se base donc sur I'analyse par intervalles. Les
bases de 'analyse par intervalles et de l'inversion ensembliste nécessaires a la compréhension
de ce qui suit sont données en annexe. Nous avons par exemple tenté d'obtenir une approxi-
mation de S; par inversion ensembliste du systeme (111.12). Or, ce probleme de satisfaction de
contraintes implique des expressions rationnelles complexes en z. C’est pour cette raison qu’au-
cune solution n’a pu étre obtenue en un temps raisonnable. Toutefois, nous avons développé
une méthode de résolution par étapes du probleme de satisfaction de contraintes (111.12).

[11.4.3.1 Algorithme d’approximationde S7

La méthode présentée dans ce paragraphe se base sur le fait que z z et Z apparaissent de
maniére récursive dans les trois inégalités de (111.12). En effet, la contrainte (111.6) ne dépend que
de z, la contrainte (111.7) dépend de z et z, enfin la contrainte (111.8) dépend de z, zZ et Z Ainsi, la
résolution du probléme (I11.12) sera divisée en trois étapes :

2plusieurs algorithmes sont disponibles sous MATLAB : voir par exemple la librairie de fonctions PoLyToPE de la
toolbox MPT [Kvasnica, Grieder & Baoti¢ 2004].
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1. Résolution de Py = {72+ 2+ < 1}
2. Résolutionde P, = {z,Z|Hin(z,2) e Hetz€ P}
3. Résolution de P3 = {z,2 2|Hint(z,2 %) € Cet (z,2) € P>}

[11.4.3.1.1 Résolution du probléme de satisfaction de cont  raintes P; La premiére étape
de la résolution consiste a paver la sphére unité de dimension 3 définie par :

Z+5+3<1 (111.44)

En effet, nous obtenons zj, une liste de pavés en z, inclus dans la sphére unité a l'aide du solveur
REALPAVER [Granvilliers 2004].

Remarque 1II.5 Nous considérons a cette étape uniquement les pavés qui sont strictement in-
clus dans la sphére unité i.e. S. Ainsi, nous avons :

UJ(2)-boxi S Py (111.45)
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FiG. lll.5 — Projection des pavés z; suivant z; et z»

111.4.3.1.2 Résolution du probléeme de satisfaction de cont raintes P> La seconde étape
consiste a résoudre la contrainte (11l.7) en zet Z:

Hin(2.2) € H (11.46)

o0 IR 5 H = [—Hmax Hmax°. Afin d'obtenir la liste des pavés en (z, 2) répondant a la contrainte
(111.46), nous allons utiliser I'équation de la cinématique (11.56). Il nous faut tout d’abord exprimer
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le pavé [Q]. En effet, 'équation (111.46) peut se réécrire comme une contrainte sur Q telle que
Q € [Q] puisque sont connus dans I'équation (1.9) la matrice d'inertie Ipf, le vecteur Hit et le
vecteur d’intervalles H :

[Q] = ~IpA(H — Hyor) (111.47)

Ensuite, I'équation de la cinématique (11.56) permet d’obtenir la liste des pavés z, z; répondant a
la contrainte (111.46) et (111.44) :

z=0(z)[Q], i=1,... card{z} (11.48)

0.025
0.02
0.015
0.01f
0.005}
& 0r

-0.005 1

-0.01f
-0.015 | [

-0.02

-0.025
-1
FiG. I11.6 — Projection des pavés z,z; suivant z; et z;

111.4.3.1.3 Résolution du probleme de satisfaction de cont  raintes P3 La derniére étape
consiste a résoudre de la contrainte (11l.7) en z, zet Z:

Hint(2,2,2) € C (111.49)

ot IR3>C= [—CmaxCmax°. En développant I'expression du vecteur Hint(z, 2,7), il apparait que
le couple Hint dépend linéairement de Z:

Hint(z,2.2) = a(z 224 B(z,2) (111.50)

ot € IR(3x 3)etPe IR3. En associant (111.49) et (111.50), on peut écrire a partir de la liste des
pavés en (z,2) solutions de P, et les pavés en (z,z 2) solutions de Ps :

0(z,2)z = (C—B(z,z)), i=1,...,card{z} (11.51)

La liste des pavés en {z,z,2}; formant I'approximation extérieure So est obtenue par l'inver-
sion du systéeme linéaire (111.51). Cette inversion peut étre réalisée par différentes méthodes qui
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sont disponibles par exemple sous MATLAB dans la toolbox INTLAB [Hargreaves 2002]. On peut
notamment citer les méthodes de Krawczyk [R. 1969] de Bliek [Bliek 1992] et ses variantes
[Rohn 1993],[Ning & Kearfott 1997] et [Neumaier 1999]. Pour diminuer le pessimisme du résul-
tat, il peut étre intéressant de croiser les résultats des différentes méthodes d’inversion et les
résultats qui peuvent étre obtenus en utilisant REALPAVER [Granvilliers 2004].

0.015¢
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0.005
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o

-0.005

-0.01
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-1 .

FiG. Il.7 — Projection des pavés z,z,Z; suivant z; et 2;

111.4.3.1.4 Volume de S Le volume de S est le volume de I'union des pavés en (2,2 2)
formant & :

vol(So) = vol <U(z, z, 2)-boxi> (11.52)
i

Rappelons que le volume d’un pavé X de dimension n s’écrit |‘|2Z 2xrad(x;) (cf. annexe E). Le

volume de S est calculé récursivement en utilisant la loi associative de I'opérateur d’union qui

est pour deux ensembles Aet B :

vol(AuB) = vol(A) 4 vol(B) — vol(AN B)
La précédente équation est simplifiée puisque
(z,2,2)-boxi N (z,2,Z)-boxj = O avec i # |

par le fait que tous les pavés solutions de P;, obtenus par REALPAVER ne se recouvrent pas.

Nous avons proposé deux types d’approximations de S; ce qui nous permettent a présent
de mesurer le conservatisme engendré par I'utilisation des algorithmes de génération de tra-
jectoires sous-optimales. On utilisera AV pour mesurer la perte de volume admissible induite a
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I'approximation convexe utilisée.

(I11.53)

- <vo|(so)) ()

vol(S)

Lexposant nii permet de ramener le rapport de ces volumes de dimension nz a un rapport unidi-
mensionnel.
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1.5 Etude d’'une trajectoire

Cette section est dédiée a I'étude d’une trajectoire d'attitude en temps fixé. Lobjectif est
de mettre en évidence les différents éléments techniques abordés dans les paragraphes précé-
dents ainsi que les difficultés lors de I'application de la démarche. Nous ferons ensuite une étude
numérique approfondie des différentes techniques proposées.

11.5.1 Définition de la mission

La mission considérée consiste en un ralliement en temps fixé de lattitude (Y1 = Yo =
W3 = 0°) & lattitude (Y1 = Yo = Y3 = 30°) en angles de Cardan 3 [Dulot 2003] dans un temps
de manoeuvre fixé [to, tf]. Les points de départ et d’arrivée seront des points d'équilibre du
systéme :
Q(t)) =0 Q(tf)=0
Hint(to) =0 Hint(tf) =0

La propriété de conservation des points d’équilibre entre deux systémes Lie-Backlund équiv-
alents (cf. théoreme 11.2 du chapitre 1l) permet de déduire aisément les conditions initiales et
finales du probléme de commande optimale (l11.10) :

(111.56)

2(to) = 20 2(tr) = zs

.57
49(tg) = 29(t) =0, s> 1 (0-57)

Le modeéle dynamique du satellite rigide est donné par (11.65). La matrice d’inertie Ipg et le
moment cinétique total du systéme Hig; sont les paramétres de ce modéle. La matrice d’inertie,
qui est non diagonale, est représentative du satellite d’observation de la terre JASON développé
par THALES ALENIA SPACE.

H:ot est choisi de maniére a ce que les roues a réaction soient a I'arrét en début et fin de
manoeuvres. Les contraintes d’actionneurs sont données par :

HmaX: lONmS

(111.58)
CmaX: 5Nm

3La relation entre les angles de cardan et les quaternions est donnée par :

o = cos% cos% cos% + sin% sin% sin%
g1 = cos¥ cos®2 sin% — sinY sin%2 cos¥
G = Sin“ sin“2 cos% + sin“} cos¥2 sin
gs = sin% cos% cos% - cos% sin% sin%
La relation réciproque est :
_ 2(0203+00q1)
Y= arctan—Q—Z(qﬁq%)f 0
Y2 = —arcsin201G3 — 20o92) (111.55)

_ 2(0p03-+0od1)
= —arctan=5= 5
Vs 2(q5+o3)—1

Les angles Y1 et Y3 sont indéterminés si cosy, =0
4Lensemble des résultats présenté ci-dessous a été obtenu sur un ordinateur muni d’un processeur Intel P4
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[11.5.2 Etude des parametres de configuration

Les paramétres d’entrée des différents algorithmes de génération de trajectoires comportent,
hormis les données de la mission, les parameétres de définition des B-splines et la séquence de
points de collocation.

[11.5.2.1 Paramétres de définition des B-splines

Afin de définir une base de B-splines, il est nécessaire de choisir I'ordre K et de définir une
séquence nodale T basée sur une séquence de points distincts & divisant l'intervalle de temps
[to, tt] en | segments :

T :{tl,...,tL}
- {617"' 7&17&27'"7&27"'7&—0—17"' 7E|+1} (”|59)
—— S — —_———
p1 fois p2 fois p+1 fois

Nous allons étudier tout d’abord I'influence du choix de la séquence nodale T sur la trajectoire.
Sans connaissance a priori sur la trajectoire, le plus simple est de distribuer uniformément les
| segments temporels. Ensuite, nous désirons que les trajectoires des sorties plates soient de
classe de continuité maximale sur I'intervalle ouvert ]to, t¢[ et qu'elles soient discontinues en tg
etts. Or la relation entre ordre k, multiplicité p;j et continuité définie dans I'annexe C nous impose
alors les multiplicités suivantes :

k, pouri=11+1

= 111.60
o 1, pouri=2,...,1 ( )

Le nombre de coefficients est donné par la relation n = k.| — !iivi (cf. annexe C). Prenons

pour exemple une base de B-splines d’'ordre 6 et définie sur 5 segments. En considérant les
multiplicités (111.60), nous obtenons une base de 10 B-splines. Nous choisissons les points de
collocation tels que les contraintes soient vérifiées a une fréquence d’'un point par seconde. La
résolution du probléme d’optimisation (111.18) permet d'obtenir les profils temporels de la figure
[11.8. Il est intéressant de noter que la trajectoire se déroule en trois phases. On distingue claire-
ment deux phases d’'accélération séparées par une phase de croisiére. Cette phase de croisiére
dure environ 8 secondes. Durant les phases d’accélération, les profils de couples n’utilisent que
40 a 60% des couples alloués par les axes.

Il peut étre intéressant de réduire les phases d'accélération pour permettre d’'allonger la
phase de croisiére. Pour ce faire, nous allons modifier la séquence nodale. Nous conservons 5
segments, mais nous décidons d’agrandir significativement le segment central par la distribution
de la séquence de segmentation & suivante :

& ={0,2,4,21,23, 25}

En conservant les autres parametres d’entrées, I'algorithme d’optimisation fournit les profils de
la figure 111.9. Par ce placement particulier des noeuds de segmentation, nous allongeons sig-
nificativement la phase de croisiére pour utiliser au mieux les couples moteurs sur des phases
d’accélération plus courtes.

2GHz et de 1Go de mémoire vive, sous un systeme d’exploitation Debian Linux. La plateforme de génération de
trajectoires a été programmée pour le logiciel Matlab et le moteur d’optimisation est fourni par I'Optimization toolbox
(I'utilisation des algorithmes SNopt est envisagée pour les prochaines versions de la plateforme).
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FiGc. 1.9 — Profils de trajectoire pour une base de B-splines d’ordre 6

[11.5.2.2 Distribution des points de collocation

La détermination des points de collocation est importante pour plusieurs raisons. D’une part,
c’est aux points de collocation que sont vérifiées les contraintes (I11.12) et, d’autre part, leur
nombre définit la taille du probléme d’optimisation avec la dimension du vecteur C (l11.18).
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Rappelons que, lors du processus d’optimisation, les contraintes sont considérées comme satis-
faites entre deux points de collocation ou elles sont vérifiées. Cet état de fait peut déboucher sur
des erreurs qui ne peuvent étre détecter que a posteriori. Prenons I'exemple du ralliement défini
précédemment, devant étre effectué en 20 secondes a partir d’'une base de B-splines d'ordre 6
sur 5 segments uniformes et 20 points de collocations. Lalgorithme d’optimisation nous assure
du ralliement de I'état final et de la satisfaction des contraintes sur la trajectoire et nous propose
les profils de la figure I11.10.

On peut remarquer en particulier qu’'un phénomene important se produit : les couples en-
freignent les contraintes dans les phases d’accélération entre deux points de collocation. Ce
constat est a I'origine des développements présentés au chapitre suivant.

Pour pallier ce probleme, on peut augmenter uniformément le nombre de points dans le
maillage de collocation, mais ceci se fera au détriment de la taille du probléme qui va croitre. La
solution sera de distribuer les points de collocation suivant la contrainte a respecter. En effet, les
couples doivent d’étre vérifiés lors des phases d’accélération et les moments cinétiques lors de
la phase de croisiére. On peut ainsi conserver la dimension du probléme d’optimisation tout en
resserrant le maillage aux endroits ou cela est le plus utile (cf figure 111.11).
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FiG. 111.10 — Profils de trajectoire pour une base de B-splines d’ordre 7 et 10 points de collocation
distribués uniformément

[11.5.3 Optimisation non convexe

Nous étudierons dans ce paragraphe la procédure de génération de trajectoires basée sur
la résolution du probléme (111.18) d'un point de vue numérique. Lune des principales préoccu-
pations de la problématique du guidage est d’obtenir un temps minimal de transfert entre deux
attitudes. Nous allons mener cette étude pour un ensemble de configurations du probléme d’op-
timisation. Nous nous focaliserons uniquement sur l'influence des paramétres de définition des
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FiG. 1ll.11 — Profils de trajectoire pour une base de B-splines d’ordre 6 et 10 points de collocation
avec une distribution adaptée

B-splines, a savoir I'ordre et le nombre de segments (les segments seront distribués uniformé-
ment) : I'ordre sera compris entre 4 et 12 et le nombre de segments entre 5 et 10. Nous fixons
le nombre de points de collocation a 50. Le processus d’optimisation du temps de transfert est
itératif.

A chaque itération, le probléeme d’optimisation (111.18) est résolu. Si une solution admissible
est trouvée, alors le temps de transfert est réduit. Si aucune solution n’est trouvée, alors on
considérera que le dernier temps de transfert ayant obtenu une solution est le temps minimal
de manoeuvre. Les résultats sont présentés sur le graphique (111.13). Les temps de transfert
s'échelonnent entre 27.8 pour un ordre 4 sur 5 segments a 18.7 secondes pour un ordre 12
sur 10 segments. On observe sur le graphe (111.13) que l'ordre des B-splines est un facteur
important dans la réduction du temps de transfert. On peut aussi noter que le nombre croissant
de segments augmente la performance de I'algorithme d’optimisation. Ces résultats peuvent
notamment s’expliquer par 'augmentation de la dimension de la base des B-splines.

D’un point de vue numérique, les données que nous allons observer sont le nombre d’itéra-
tions et le temps nécessaire a I'algorithme de programmation non linéaire pour converger vers
un résultat acceptable. Pour ce faire, nous allons résoudre le probléme d'optimisation (111.18)
pour un temps de transfert de 30 secondes. Nous allons étudier l'influence des paramétres de
configuration de la procédure de génération de trajectoires sur le nombre d’itérations et le temps.

Le graphique (111.14) permet d’observer le nombre d'itérations en fonction de I'ordre des B-
splines, du nombre de points de collocation et du nombre de segments sur la trajectoire. Dans
le cas ou l'intervalle de temps est divisée en 5 segments, il apparait que I'ordre des B-splines
est le paramétre le plus influent : le nombre d’itérations passe d’une dizaine a plus de 90 lorsque
I'ordre va de 4 a 12 et quelque soit le nombre de points de collocation utilisés dans le processus.
Il semble que I'accroissement du nombre de points de collocation n'apporte pas de complexité
supplémentaire au probléme.

Nous pouvons faire un constat équivalent lorsque 10 segments sont utilisés. L'ordre des B-
splines s'avere le facteur déterminant dans I'évolution du temps de calcul. Ceci dit, on peut
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FiG. Ill.13 — Temps optimal de transfert

remarquer que I'accroissement du nombre de points de collocation influence également le temps
de calcul. Cela peut s’expliquer par le fait qu'a nombre égal d'itérations, le nombre d'opérations
élémentaires effectuées est fonction de la dimension du vecteur de collocation.

Ainsi, c’est principalement la dimension de la base de B-splines qui détermine intrinsequement
la complexité du probléeme d’optimisation a résoudre. Linfluence du nombre de points de collo-
cation est visible quand on s’attache au temps de calcul. En termes d'itérations effectués, elle
n'apparait que dans le cas d'un nombre important de variables a optimiser. Ce phénomeéne peut
s’expliquer par les tailles importantes des matrices jacobiennes utilisées dans les algorithmes
de programmation non linéaire, ce qui nécessite un certain nombre de traitements numériques
(méthodes de réductions de matrices creuses, cf annexe A).
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FiG. lll.15 — Temps d’exécution pour la procédure non convexe

[11.5.4 Optimisation convexe

Nous avons développé, au cours de la section IIl.4, plusieurs méthodes d’approximation de
I'espace admissible. Cela nous a permis de mettre en place une procédure de génération de
trajectoires, basée sur le probléme d’optimisation (111.34). Nous allons étudier le comportement
numeérique de cette procédure pour différents cas d’approximation convexe.

[11.5.4.1 Contraintes quadratiques

Comme nous I'avons déja précisé, les ellipsoides sont un cas particulier des superellipsoides
dans le sens ou elles sont les seules superellipsoides qui permettent de décrire leur fonction
d’appartenance comme une contrainte matricielle quadratique (cf (111.39)).

Nous allons tout d’abord étudier I'influence d’'une telle approximation sur le temps optimal de



I11.5. Etude d’une trajectoire 77

transfert. Létude est semblable a celle menée dans le paragraphe I11.5.3. Les résultats obtenus
sont représentés sur le graphique 111.16.
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FiG. lll.16 — Temps optimal de transfert pour une approximation ellipsoidale

Le temps minimal obtenu est de 21.5 secondes pour I'ordre 12 ce qui est supérieur d’environ
3 secondes au temps optimal dans le cas non convexe présenté sur la figure 111.13. Ceci s’ex-
plique par l'utilisation de I'approximation ellipsoidale dans le probléme (111.34). Les tendances
observées du temps minimal de transfert vis-a-vis de I'ordre des B-splines et du nombre de seg-
ments sont sensiblement les mémes que les résultats obtenus avec la procédure non convexe
[1.18.

Lapport numérique de la méthode est observable sur les graphiques 111.17 et 111.18. Le nom-
bre d’itérations est maintenu sous le seuil des 15 itérations pour 5 segments. Pour 10 segments,
la majorité des optimisations se sont déroulées en moins de 30 itérations. Notons que ces ré-
sultats sont meilleurs que ceux de la procédure non convexe en termes du nombre d'itérations.
Le méme constat peut étre fait pour le temps d’exécution. Il est maintenu sous les 50 secondes
pour 5 segments et sous les 100 secondes pour une majorité des optimisation produites. D’un
point de vue qualitatif, les profils de trajectoires observés sur la figure 111.19 ont des comporte-
ments qualitatifs équivalents a ceux obtenus dans la figure 111.8. Cette observation nous permet
de justifier a posteriori I'évaluation de la fonction de codt (111.37).

[11.5.4.2 Contraintes linéaires

Dans ce paragraphe, nous étudierons le probleme sous optimal (111.34), soumis a des con-
traintes linéaires, dans lequel la surface d’approximation est donnée par Sg (cf. paragraphe
111.4.2.3). Létude du temps minimal de transfert est réalisée avec des contraintes linéaires. Les
résultats sont exposés sur le graphique (l11.20). Lutilisation de Sg pénalise fortement le temps
de transfert. En effet, le temps minimal obtenu (36 secondes) est le double de ce qui a pu étre
obtenu dans le paragraphe 111.5.3. On retrouve également I'influence de I'ordre et du nombre des
segments de trajectoires sur les résultats.
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FiG. lll.17 — Nombre d'itérations sous contraintes quadratiques
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FiG. 111.18 — Temps d’exécution sous contraintes quadratiques

Le principal intérét de I'utilisation de ce polytope est numérique. Nous avons relevé le nombre
d'itérations et le temps nécessaire a I'optimisation pour un temps de transfert de 50 secondes.
Les résultats sont données sur les figures 111.21 et 111.22. Le nombre d'itérations est limité a 2 et
le temps d’exécution & 20 secondes.

[11.5.4.3 Contraintes non linéaires

Nous allons étudier dans ce paragraphe I'apport de I'utilisation des superellipsoides dans le
probléme d’optimisation (111.34). Pour ce faire, nous allons nous concentrer sur un exemple de
superellipsoides issues de I'étude du tableau lll.1. La superellipsoide étudiée est la surface $;
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FiG. 111.19 — Profils de trajectoire obtenus sous contraintes quadratiques
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Fi1G. 111.20 — Temps minimal de transfert sous contraintes linéaires

dont le volume intérieure est le plus important obtenu dans I'étude du tableau Il1.1.

Les résultats de I'étude de temps minimal de transfert sont donnés sur le graphique I111.23. Le
temps minimal obtenu est de 19.6 secondes, ce qui est environ une seconde plus long que
les résultats obtenus avec la procédure (111.18). On peut aussi noter que les performances en
termes de temps de transfert sont meilleures que pour une approximation ellipsoidale. Ce fait
peut s’expliquer par le volume plus important de la forme $1 par rapport a I'ellipsoide S4. Comme
pour les études précédentes, I'ordre de la base des B-splines est le facteur prédominant dans la
réalisation d’un temps de transfert optimal.

D’un point de vue numérique, les résultats sont donnés sur les graphiques I11.24 et 111.25. On peut
observer que le nombre d'itérations est faible : il faut moins d’'une dizaine d'itérations pour obtenir
un résultat avec 5 segments et moins d’une trentaine avec 10 segments. Les temps d’exécution
sont corrélés et il faut moins de 80 secondes pour terminer I'optimisation avec succés pour 10



80 Chapitre Ill. Génération de trajectoires optimales par p  latitude et collocation

5 segments

4
%]
c
ie]
% ——— 10 pts de colloc.
5 2 ——— 20 pts de colloc.
g 50 pts de colloc.
[S
[]
c

0

10 segments

4
%]
c
RS
g —— 10 pts de colloc.
\Q
% 2 20 pts de colloc.
<4 ——— 50 pts de colloc.
Qo
€
o
<

0

4 5 6 7 8 9 10 11 12
Ordre de B-spline

FiGc. I1l.21 — Nombres d'itérations sous contraintes linéaires
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Fi1G. 111.22 — Temps d’exécution sous contraintes linéaires

segments et moins de 50 secondes avec 5 segments.

Pour finir, nous avons étudié I'influence des superellipsoides S, S et S5 sur le temps optimal
de manoeuvre. Les résultats sont exposés sur les figures 111.26 111.27 111.28. On constate la dégra-
dation du temps optimal de transfert avec la diminution du volume d’approximation. De maniere
plus générale, on peut établir un fort lien entre le volume de I'approximation et les performances
en temps de transfert.

[11.5.5 Comparaison des différents algorithmes

Nous avons présenté les résultats de trois algorithmes sous optimaux utilisant des approx-
imations superellipsoidales. Deux de ces approximations présentent la particularité de définir
des contraintes d’appartenance a la région admissible quadratique et linéaire.
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FiG. lll.24 — Nombre d'itérations sous contraintes superellipsoidales

D’un point de vue optimisation du temps de transfert, nous pouvons faire le constat que le temps
minimal obtenu est lié au volume de I'approximation : plus le volume est important et se rap-
proche du volume de S; plus la manoeuvre se fait en un temps minimal.

Concernant la charge de calcul, notre analyse porte sur la comparaison des indicateurs du
tableau 111.2 AV et Acpy. Acpu représente le rapport entre les temps d’exécution des algorithmes
de génération de trajectoires optimale et sous optimale.

temps CPU d’optimisation globale

Acpy = ———— (11.61)

temps CPU d’optimisation convexe

Lutilisation des contraintes linéaires dans le probleme (111.34), permet de limiter de maniéere
importante le nombre d'itérations et le temps d’exécution. Les deux autres algorithmes ont des
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FiG. lll.25 — Temps d’exécution sous contraintes superellipsoidales
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FiG. 1l1.26 — Temps minimal de transfert sous approximation superellipsoidale $»

temps moyens d’exécution équivalents.

A Acpy équivalents, il est plus intéressant d'utiliser des contraintes non linéaires ($1) plutot
gue quadratiques (S3) car elles permettent de recouvrir une région de solution plus grande. Le
choix entre les approximations $1 et Sg dépendra de I'application. Dans le cadre de la planifica-
tion de missions ou le nombre de manoeuvres a calculer est important et ou la faisabilité est le
critere déterminant, les contraintes linéaires présentent des avantages numériques indéniables.
Au contraire, si I'on désire définir une manoeuvre particuliére ou obtenir un temps minimal de
transfert, il parait important de pouvoir balayer la région admissible la plus grande possible tout
en maitrisant le temps de calcul.
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1.6 Conclusions

Dans ce chapitre, nous avons développé des techniques d’optimisation de trajectoires basées
sur la platitude du modéle d’un satellite rigide. Lefficacité de ces outils dépendant a la fois de la
taille du probléme et de la convexité de la région admissible, nous avons développé une procé-
dure d’approximation convexe de la région admissible aux contraintes. Cette procédure présente
deux avantages : d’'une part le nombre de paramétres a optimiser est de I'ordre de la dimension
de I'espace des sorties plates, et d'autre part, elle est facilement applicable dans les cas ou la
dimension des sorties plates est importante. Enfin, nous avons mis en place un critére de com-
paraison des différents algorithmes permettant de chiffrer leur degré de conservatisme.

Nous avons ensuite appliqué les différentes techniques développées au cas du guidage. Une
analyse circonstanciée des résultats de simulation a permis de comparer les performances des
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Approximation superellipsoide S1 ellipsoide S3 polytope S¢ Non convexe
temps moyen de calcul 36.51 31.89 8.43 336.23
Acpy 10.54 9.20 39.88 X X X
Ay 1.48 2.37 5.63 X X X

TaB. lll.2 — Comparaison des algorithmes

différents algorithmes. Lensemble des algorithmes développés dans ce chapitre présentent un
inconvénient intrinséquement lié a la procédure de collocation : les contraintes ne sont pas véri-
fiées sur le continuum de temps, mais en un nombre fini d’instants, ce qui implique une analyse
a posteriori systématique des profils obtenus.

Dans le chapitre V, nous proposons une solution qui permettra de s’affranchir de ce prob-
Ieme, en proposant une formulation alternative du probléeme de commande optimale des sys-
témes plats. Cette solution est basée sur la transformation du probléme de programmation semi-
infinie en un probléeme de programmation semi-définie positive.

En attendant, dans le chapitre suivant, nous mettons en application les méthodes basées
sur la platitude et la collocation sur un simulateur du systéme de contréle d'attitude de la mission
DEMETER.
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IV.1 Introduction

Ce court chapitre a pour objet de présenter les résultats obtenus lors de deux campagnes
d’essais en simulation réalisés au CNES. Nous nous étions fixés deux objectifs a atteindre a
travers ces essais. Le premier objectif était de valider les profils de guidage auxquels nous étions
parvenus grace aux méthodes développées dans le chapitre lll. Le second obijectif était d’éval-
uer, par comparaison avec les outils de génération de trajectoires internes au CNES, 'apport
de nos techniques. Pour ce faire, nous avons basé notre étude sur la simulation d’'un scenario
de manoeuvre d’attitude en temps fixé. Cette opération fut menée a I'aide d’'un simulateur dédié
et développé au CNES pour le satellite DEMETER. Aussi, aprés avoir décrit le générateur de
trajectoires MANIAC, nous présenterons les résultats de simulation obtenus.

IV.2 Geénérateur de trajectoires M ANIAC

Durant les années 90, le CNES a développé une méthodologie pour répondre au probléme
de génération de manoeuvres d’attitude dans le cadre d’'un systeme de contrble d’attitude basé
sur l'utilisation des roues a réactions. Cette méthodologie a notamment été adaptée pour la
plate-forme ProTEUS! et MYRIADE?. L'objectif est de rallier une position finale Qs & partir d’une
position initiale Q;j en un temps donné tout en respectant les conditions de vitesse initiale et
finale, Q; et Q+, ainsi que les contraintes liées aux actionneurs. La méthode consiste a décom-
poser la manoeuvre en trois rotations, chacune remplissant une tache :

— rallier I'attitude Q; a Q¢ sous la contrainte de vitesses de rotation initiale et finale nulles,

— rallier la vitesse finale Q¢ a partir d'une vitesse initiale nulle sans mouvement d’attitude,

— rallier une vitesse finale nulle a partir de la vitesse initiale Q; sans mouvement d’attitude.

Une telle décomposition de la manoeuvre mene a une formulation analytique de chaque
rotation élémentaire ainsi que des moments cinétiques et couples associés, en fonction des
conditions initiales et finales. Il est ainsi possible de déterminer chaque rotation et de vérifier
si les contraintes sont satisfaites. Le temps minimal de manoeuvre est obtenu par le biais d’'un
processus itératif.

La durée de manoeuvre est divisée en segments durant lesquels une des six contraintes
(moments cinétiques ou couples) est saturée. On change de contrainte saturée aux instants de
commutation définissant les segments. De plus, par le biais de contraintes supplémentaires, il
est possible d'imposer jusqu’a un degré 3 de continuité sur la trajectoire en début et fin de ma-
noeuvre ainsi qu'aux instants de commutation.

Lalgorithme délivre les profils temporels du vecteur vitesse, Q(t). Ces profils sont des poly-
ndmes par morceaux sur les segments associés aux instants de commutation. Ces polyndmes
par morceaux peuvent atteindre un ordre 6. Le générateur MANIAC propose pour Demeter la
manoeuvre définie par les profils de la figure IV.1.

Lplateforme pour minisatellites (de masse inférieure & 500 Kg) adaptable et reconfigurable, congue pour dif-
férentes missions scientifiques telles que JASON 1 (lancé en décembre 2001), CALLIPSO (avril 2006) et COROT
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FiG. IV.1 — Profils de vitesse calculés par MANIAC

V.3 Simulations

La mission que nous nous proposons d'étudier est identique a celle étudiée dans la section
1.5 du chapitre IlI. Il s’agit d’'une manoeuvre d’attitude en temps fixé de Iattitude (Y1 = Yo =
W3 = 0°) a l'attitude (Y1 = Yo = W3 = 30°) en angles de Cardan dans un temps de manoeuvre
fixé [to, tf]. Les points de départ et d’arrivée seront des points d’équilibre i.e. les vitesses et
acceélérations sont nulles dans le repéere du véhicule.

Le modéele de satellite utilisé représente la dynamique du satellite DEMETER. 40% du moment
cinétique et du couple de chacune des roues a réaction est alloué a la maneuvre. Il vient ainsi :

—Hmaxf Hint < |'|max (|V-1)
—Cmaxg Hint < Cmax ('V-Z)

avec Hmax= 0.05N.m.set Cyax= 0.002N.m.

IV.3.1 Description du simulateur

Les différents profils de trajectoires sont simulés durant la phase de vol normal. Ainsi le
processus va consister a simuler un comportement de I'ensemble des éléments du Systéme de
Controle d'Attitude sur Orbite (SCAO) du mode de vol normal (MNO) (voir la figure 1V.2).

Afin de situer les simulations dans un contexte réaliste, le calcul des consignes de guidage
dans le simulateur présente plusieurs particularités :

— Lorbite est connue a bord grace a un modéle d’orbite.

— La consigne de guidage du satellite doit étre calculée a 4Hz. Elle est représentée par les

2 parameétres suivants :

(decembre 2006)
2Plateforme modulaire pour microsatellites (de masse inférieure & 150 Kg). Elle a été utilisée pour des missions
de type DEMETER et PARASOL
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FIG. IV.2 — Boucle SCAO mode normal (x roues a réaction)

— la cinématique du satellite Q(t) : c’est le vecteur rotation instantanée du repére satellite
par rapport au repére inertiel. Il est exprimé dans le repére de consigne qui doit étre
maintenu aussi proche que possible du repére satellite par la boucle de pilotage.

— lattitude du satellite Q(t) : elle est représentée par le quaternion associé a la rotation
transformant le repére inertiel en un repére satellite.

— Lalgorithme doit pouvoir réaliser des consignes pour les différents guidages que doit as-
surer la plate-forme microsatellite. Dans le cas que nous traitons, le guidage pourra étre
inertiel, géocentrique ou encore héliocentrique. Selon le type de guidage, le calcul des
profils de consigne se fait soit dans le repére inertiel soit dans le repére lié a I'orbite :

— les profils de guidage dans le repére inertiel : la consigne de guidage téléchargée
représente la cinématique du satellite par rapport au repére inertiel. Ce mode de guidage
est utilisé pour les modes de pointage inertiel (satellite d’'observation astronomique par
exemple) et les rendez-vous d’attitude directement exprimés par le sol en repere iner-
tiel.

— les profils de guidage dans le repére orbital local (Ry) : la consigne de guidage télé-
chargée représente la cinématique du satellite par rapport au repére orbital local Ry (t).
Ce mode de guidage est utilisé lorsque I'on veut asservir I'attitude du satellite a I'orbite.
On trouve comme profil de guidage Ry le pointage géocentrique.

— La sortie de I'algorithme doit étre composée des parameétres qui seront téléchargés a bord
a savoir les coefficients et les dates de validité du profil de vitesse ainsi que le quaternion
initial. La vitesse courante est alors calculée en temps réel a bord et le quaternion courant
est obtenu par intégration numérique de la vitesse courante.

Pour les manoeuvres que nous calculerons pour le microsatellite Demeter, la consigne sera
calculée dans le Ry. Les consignes de guidage d’attitude et d’orbite sont utilisées dans les



IV.3. Simulations 89

phases mode grossier de transition, mode de contrdle d’orbite et mode normal de vol.

IV.3.2 Environnement et conditions de simulations

Toutes les simulations présentées dans les paragraphes suivants sont exécutées dans des
conditions identiques. Nous simulons le satellite dans un mode normal de mission. Les manoeu-
vres sont définies dans le cadre d’'un guidage géocentrique. Les générateurs solaires montés
sur pivot motorisé sont fixes durant la manoeuvre, il n'y a donc pas de couples perturbateurs
entrainés par leurs rotation. Les autres couples perturbateurs modélisés dans le simulateur,
tels que ceux entrainés par la pression solaire, I'albédo terrestre, le gradient de gravité, les
phénomeénes aérodynamiques, moment résiduel magnétique créé par le satellite, sont pris en
compte. On ne considérera pas que les angles de garde qui définissent un secteur angulaire
permettant le non éblouissement du senseur stellaire par la terre, le soleil ou la lune. De plus
la mesure du senseur sera non bruité et toujours disponible. La bande passante de la boucle
SCAO est fixé a 0.0159Hz sachant que la fréquence du premier mode souple est de 0.4Hz dans
le cas nominal. Nous inhiberons enfin la boucle de désaturation liée au magnéto-coupleurs.

IV.3.3 Solutions calculées par platitude et collocation

Nous avons généré un ensemble de trajectoires en utilisant les méthodes du chapitre |ll.
Notre premier objectif vise a comparer les temps optimum de tranfert. Pour MANIAC, le temps
optimal de transfert est d’environ 340 secondes. Pour notre générateur, il dépend de la confi-
guration de la base des B-splines dans laquelle sont décrites les sorties plates. Le résultat est
présenté dans la figure IV.3. Le temps minimal de transfert obtenu avec nos méthodes est de
295 secondes pour un polyndme par morceaux d’ordre 11 (ordre maximal supporté par le simu-
lateur). De maniere générale, nous obtenons pour la majeure partie des bases de B-splines des
temps de transferts inférieurs a ceux produit par MANIAC.

IV.3.4 Discussion et comparaison des résultats de simulati on

Afin de proceder a une comparaison des profils générés par platitude et collocation et par

MANIAC, nous nous placons dans des conditions d’ordre et de temps de manoeuvre identique.
Ainsi les trajectoires des sorties plates sont décrites dans une base de B-splines d’ordre 6 sur
5 segments et les profils que nous simulerons sont donnés sur les figures IV.1 et IV.4. Nous
proposons dans ce paragraphe la comparaison des simulations des profils générés par platitude
et collocation (cf la figure 1V.4) et par I'algorithme MANIAC (cf la figure IV.1). Les sorties du simu-
lateur issues des profils générés par platittude et collocation et par MANIAC seront indicées par
P.C. et par Ma. respectivement.
La figure IV.5 expose les trajectoires d'attitude en angles de Cardan. Il est a noter que la ma-
noeuvre débute a 50s et atteint la position finale a 400s. La figure IV.6 reléve I'écart entre la
trajectoire nominale et la sortie d’attitude du simulateur. Les maxima en valeur absolue de ces
écarts sont donnés dans le tableau IV.1 pour des profils d’ordre 6 a 11. Nous obtenons jusqu’a
40% de gain sur I'écart a la trajectoire pour des profils P.C. sur 350 secondes de temps de ma-
noeuvre. Nous avons aussi observé que pour un ordre 11 sur un temps de manoeuvre de 300s,
nous avons des écarts équivalents a ceux obtenus par MANIAC pour 350S
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Fic. IV.3 — Temps de transfert optimal pour le satellite DEMETER en fonction de la base de
B-splines
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FiG. IV.4 — Profils de vitesse et de couple calculés par platitude pour une base de B-spline
d’'ordre 6

Les vitesses angulaires du satellite obtenues par le simulateur sont présentées en figure
IV.7. La vitesse de rotation et la sortie de couples des roues a réaction sont exposés dans les
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FiG. IV.5 — Trajectoire d'attitude simulée
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FIG. IV.6 — Ecarts par rapport a la trajectoire d’attitude nominale

figures 1V.8 et IV.9. On vérifie pour les deux profils que la vitesse des roues n’est jamais saturée
durant la manoeuvre, la commandabilité du satellite est alors toujours assurée. Le couple est
sensiblement moins utilisé lors de la simulation des profils P.C. Ceci s’explique par le fait que la
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Profils MANIAC Profils P.C.

[ded ‘ ordre 6 * ordre 6% ordre7+ ordre8+ ordre9* ordre10* ordre 11x ordre 11<
Y1 0.20 0.14 0.15 0.16 0.16 0.18 0.19 0.24
(U7 0.40 0.24 0.24 0.26 0.27 0.29 0.29 0.34
(UK} 0.26 0.16 0.17 0.18 0.18 0.20 0.20 0.20

TAB. IV.1 — Ecarts maximum a la trajectoire nominale (x : 3508, <> : 3009)

consommation de couple est le critere minimisé lors de la génération des profils. Le tableau 1V.2
permet de comparer les efforts nécesaires pour relacher le véhicule aprés la manoeuvre. Bien
gue les couples utilisés pendant la phase de tranquilisation ne soient pas définis par les profils
simulés, ils montrent un écart a la trajectoire nominale et une agitation des modes souples en
fin de manoeuvre. Nous pouvons déduire que les profils P.C. entrainent sensiblement moins de
perturbations que les profils MANIAC. Ce résultat est lié aux observations de la figure IV.6 qui
montre bien que le temps de relaxation est plus court avec les profils P.C.
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X 05 A §
s 0 Vi 4
E.-05F .
o _1 I I I el |
0 100 200 300 400 500 600
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FiG. IV.7 — Vitesses angulaires du satellite
10-3[N.m.g] | MaNIAC Profils P.C.
ordre 6 * 6x 7% 8% 9% 10x 11x 11

[ltorques | 116.0 |58.6 61.0 821 96.6 100.2 101.4 112.0

TAB. IV.2 — Consommation du couple induit a la boucle de régulation lors de la phase de tran-
quilisation (x : 350s, <) : 3009)

IV.4 Conclusions

Nous avons réalisé dans ce chapitre une étude comparative des méthodes de génération de
trajectoires développées dans le chapitre Il et au CNES par le biais d’'un simulateur dédié. Les
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FiG. IV.8 — Vitesse de rotation des roues a réaction
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FIG. IV.9 — Couple de sorties des roues a réaction

résultats exposés montrent que l'utilisation de la platitude et de la collocation dans le probléme
de génération de trajectoires a de nombreux avantages par rapport aux méthodes mises en
place dans MANIAC. En effet, Le temps de transfert optimal a été fortement réduit. De plus, sur
une durée de manoeuvre équivalente, les profils P.C. permettent un gain significatif en termes
de tranquilisation du satellite.
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V.1 Introduction

Afin de résoudre le probléme de commande optimale, nous avons développé dans le chapitre
[Il une premiére approche : a partir de méthodes numériques principalement basées sur la col-
location par B-splines, nous avons transformé le probléme initial en un probléme de program-
mation non linéaire paramétriqgue. Nous avons pu voir que les contraintes sont satisfaites sur un
ensemble de points temporels prédéfinis. En revanche, il n'y a aucune garantie qu’elles soient
respectées sur des points n'appartenant pas a cet ensemble. Les simulations numériques ont
clairement montré qu’une vérification a posteriori est souvent nécessaire pour s'assurer du re-
spect des contraintes sur les instants qui se trouvent entre les points de collocation.

Dans ce chapitre, nous allons développer un cadre méthodologique novateur qui consiste
a convertir notre probléme, initialement formulé en termes de programmation semi-infinie, en
un probléme de programmation semi-définie positive. Cette approche aura comme avantage de
vérifier les contraintes imposées sur le continuum temporel et non plus en un nombre d'in-
stants fixés. La méthodologie développée est une extension des travaux réalisés par Hen-
rion et Lasserre pour les systéemes linéaires plats [Henrion & Lasserre 2003]. Cependant, nos
développements s’en distinguent par deux aspects. En premier lieu, nous nous intéressons a
la classe des systémes non linéaires plats. Ensuite, nous utilisons des B-splines, et non des
polynémes, pour paramétrer les trajectoires des sorties plates.
La méthode que nous proposons repose sur la formulation d’un probléme de génération de tra-
jectoires sous contraintes linéaires en termes de positivité d’'un polynbme par morceaux.

Ce chapitre sera structuré de la fagon suivante :

Rappelons qu’ un ensemble des définitions et des propriétés mathématiques relatives aux
espaces de fonctions polynomiales par morceaux et aux B-splines est nécessaire a la com-
préhension de ce chapitre. Cet ensemble de pré-requis est disponible dans I'annexe C Nous
développerons ensuite une premiére contribution relative au théoréme de représentation des
polyndmes par morceaux positifs sur le cone des matrices semi-définies positives. Puis, nous
formulerons le probleme de génération de trajectoires sous contraintes comme un probléme
d'appartenance des trajectoires des sorties plates a un polytope. Notons enfin que ce chapitre
doit étre considéré comme un chapitre d’'ouverture, proposant les bases méthodologiques d'une
nouvelle approche. Nous illustrerons par un exemple académique la mise en oeuvre de dif-
férents éléments techniques proposés. Nous présenterons également les résultats d’optimisa-
tion obtenus sur le modéle satellitaire utilisé au chapitre 1, afin de mettre en évidence la fais-
abilité et I'applicabilité de I'approche.

V.2 Représentation en somme de carrés

Dans cette section, nous allons établir un double théoréme V.1 et V.2 qui nous permettra de
gualifier 'ensemble des polynémes par morceaux positifs d’ordre arbitraire. Ce théoréme définit
le cbne des coordonnées de ces derniers dans leur base de B-splines comme étant I'image du
cbne des matrices semi-définies positives. Pour ce faire, nous nous appuierons sur les résultats
obtenus par Nesterov relatifs a la représentation en somme de carrés des polyndmes général-
isés [Nesterov 2000].

Nous allons envisager ici deux cas distincts. Si ky = 2k, — 1 i.e. le degré des polynémes par
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morceaux est pair, il existe alors un ordre k, arbitraire tel qu’'un polyndme par morceaux ap-
partenant a Py s puisse s’exprimer comme une somme pondérée de carrés de polyndmes par
morceaux appartenanta Py ¢. Si ky = 2k, le raisonnement précédent n’est pas directement ap-
plicable. On utilisera alors une démarche légérement différente. Etudions successivement ces
deux cas.

V.2.1 Casdes ordres impairs: ky=2k,—1

On s'intéresse a la somme de polyndmes par morceaux élevés au carré et appartenant
a Py, gy, Le résultat d'une telle opération donne un polyndbme par morceaux appartenant a
Po(k,—1),gv,- Posons Sy la base des B-splines d'ordre ky et de classes de continuité v, =
{Vu1,...,Vyi+1} associées a la séquence &. Alors S, est construite sur la séquence nodale
T, basée sur la ségquence de segmentation & telle que

TU - {El? e 7&17&27 .. '7&27 .. '7E|+17 U 7E|+1} - {t17 s 7tnTu}- (Vl)
——— —— ~—————
pu1 fois pu2 fois Pui+1 fois

La base de B-splines Sy est une base du sous-espace de fonctions Py ¢, avec vyj =k, —
Pui, i=1,...,1 + Ltelle que

Su={B1ky--->Bmk,} = {u1(X),...,um(X)} (V.2)
Notons ¥ (52) le sous-espace défini par :

7(55) ={Pu(x) = %Tiz(x), Ti(X) €P gy, i=1,...,N} (V.3)
i=1

Par construction, le sous-espace de fonctions 7(53) est défini sur la famille de fonctions 53
formée par les produits deux a deux des éléments de la base § i.e. :

53:{ui(x)uj(x), i,j=1,...,m} (V.4)

La famille 53 n'étant pas une base, nous allons maintenant définir une base v(X) dans laquelle
tout élément de F (52) pourra étre représenté.

Proposition V.1 Le sous-espace de fonctions T(SE) admet comme base de representation
Vv(x), une famille de n B-splines d’ordre 2k, — 1 définie sur une séquence nodale T, convenable-
ment choisie telle que :

n
YU(X) € F(SF), Pu(x) = .ZLMVi (x) (V.5)
i=
avec L= (M,...,Hn) et nle nombre d’éléments de la base v(X) tel que
n=card(Ty) — (2ky— 1)

avec Ty définie par :

TV = {El? T 7217&27 o '75.27 cee 7E|+17 t 7E|+1} — {t17 cee ,tnT\,}- (VG)
—— —— ~————
pvy fois py2 fois pyi+1 fois

Ol:' pV,i - 2kv— 1—Vu7i. [ ]
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Démonstration

Commencons par décrire les caractéristiques des éléments de 53. Su étant la base des B-
splines d’ordre kg, les éléments de cette base sont des fonctions polynomiales de degré k, — 1
par morceaux. Il vient que les éléments de 53 sont des polynbmes par morceaux de degré
2(ky —1). La classe de continuité v j des fonctions de  (Sy) est infinie sauf en {&;i}i—1 41
ou elle est k, — pj. La classe de continuité des éléments ?(5&) est donc caractérisée par :

YPu(X) € F(52),Pu(x) est de classe CVvi si x € & (V.7)

Ainsi par construction, ?(53) C Po,—1,5.v,- Or, d'aprés le théoreme de Curry et Schoenberg
[Curry & Schoenberg 1966], Py, _1 ¢, @dmet comme base une famille de B-splines Sy d'ordre
ky = 2ky — 1 construite sur la séquence Ty définie précedemment :

Sv={B1k,-- Bk} = {Vi(X),...,Va(X)} (V.8)
O

Nous allons maintenant caractériser T(.SE) a l'aide de la notion de cone dual associée au
cone des moments ! de la base V(X) des éléments de ce sous-espace.

Définition V.1 (céne des moments)
Le cbne des moments de la base des B-splines Sy se définit par :

M= {c=(cy,...,Cn) : ci:/Avi(x)do(x),izl,...,n} (V.11)

ol la mesure 0(X) est une fonction continue, bornée et non décroissante sur A.

Définition V.2 (céne dual)
On note par K le céne dual du cone M décrit par :

K= (1= (o) 3 G20, Voe M) (V.12)

Il a été prouvé dans le cadre des systémes de Tchebychev [Karlin & Studden 1966, théoréme
9.1] puis dans un contexte élargi englobant les B-splines [Nesterov 2000] que tout élément i du
cone K détermine un polynéme par morceaux Py(x) = S1 ; ivi(X) tel que :

Pux) >0, Wxeh (V.13)

Nous allons par la suite décrire les coordonnées des polynébmes par morceaux définis sur la
famille de fonctions 2 dans la base V(X).

1Soient une fonction f : 1 — R continue sur un intervalle | (non réduit & un point) de R et une mesure o(X), une
fonction continue, bornée et non décroissante sur |. On définit le moment de f (sous réserve d’existence) par :

mo(f) = [ 1(9do(x (v.9)

En particulier, étant donné un entier naturel n, on définit le moment d’ordre n de f (sous réserve d’existence) par :

my(f) = /Ix” f(x)dx (V.10)
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Posons la notation (-, -) qui définit le produit interne tel que pour A et B, deux matrices de RO*P
nous ayons :

RAXB o RGXBHR A B— AB lea”b”

Ce produit revient a faire la somme des produits terme a terme des deux matrices ou vecteurs.
Introduisons maintenant I'opérateur linéaire matriciel A(V) qui associe a la base v(x) de Py, ¢\,
une matrice mx mde polyndmes par morceaux de Py ¢

Pl ev, = Plgy, V) = AV) =u(u(x)’, xea (V.15)

en notant U(X) = (Ug(X),...,Um(X))T. On définit A; ; € R" les coordonnées dans la base V(X) du
terme (i, j) de la matrice /\( V) telle que :

<)\171,V> <)\17m, V)
A(V) = : : = (Ur(X), ..., um(X)) (Ur(X),. .., um(x))T (V.16)
Am1,V) ... Amm,V)

Une combinaison linéaire des termes de la matrice A(V) s'écrit :
(Y,A(v)), YeR™M
Définissons I'opérateur linéaire dual R™™M — R"Y +— A*(Y) tel que :
Y,A(V(X)) = (N*(Y),v(X)), VY eR™MvyveR" (V.17)

Cette derniére relation établit un lien entre les pondérations sur 52, définissant un polynéme par
morceaux, et les coordonnés dans la base V(x) de ce méme polyndme. La détermination des
opérateurs A(v) et A*(Y) dépend uniquement des bases u(X) et v(x). La méthode de calcul
sera détaillée par la suite. Nous pouvons maintenant établir le théoreme qui définit le sous es-
pace des fonctions polynomiales par morceaux positives ou nulles par le biais d’'une condition
de positivité semi-définie sur la matrice Y. Nous pouvons maintenant poser établir la condition
de positivité d’'un polynbme par morceaux.

Théoréme V.1 Soit pLun élément du cone K convexe pointé et fermé défini par :
K={peR": u=A*(Y),Y =0} (V.18)

A chaque élément du cone K est associé une fonction P,(X) = (1, V(X)), est définie comme
une somme de carrés telle que :

N

le.w = ZT ) >0, Ti(X) €Py gy, i=1,...,N (V.19)

n
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Démonstration
Soient Py(X) = (W, V(X)) ot p=A*(Y) avec Y > 0. Ainsi, on peut écrire VX € A :

Pu(x) = (A*(Y),v(x)) = (Y, A(V(X))) (V.20)
= (Y, u(x)u(x)") (V.21)
avec (lu(x),u(x)) = (I,u(x)u(x)™) et | la matrice identité, il vient :
= (Yux),u(x)) = (Yux))"u(x) (V.22)
=u(x)TYTu(x) >0 (V.23)
Drautre part, si Py(x) > 0, alors il existe un jeu de coefficients yy € R™,i =1,...N tel que :

N N
Pu(X) = .ZN u(x))% = <'ZlViViT7U(X>U(X>T> (V.24)

N N
- <ZwviT,/\(V(X>)> = </\* (leviT) ,V(X)> (V.25)
1= 1= 0

Ainsi on en déduit que la matrice Y peut étre choisie de maniére a avoir
s T
Y= Zlvivi >0
i=

Remarque V.1 [Nesterov 2000] Il est toujours possible de décrire le cone M en termes d'inegal-
ités matricielles linéaires lorsque les fonctions P,(X) sont représentables comme des sommes
de carrés :

M={ceR":A(c) =0,i=1,...,k} (V.26)

avec les matrices A dépendant linéairement de C. Une telle description du cone M peut étre
déduite de I'expression (V.17) et de la définition du cone dual de K (V.18) :

ceM&Juek, (e >0 (V.27)
& 3Y =0, (A*(Y),c) >0 (V.28)
& 3Y =0, {Y,A(c)) >0 (V.29)
& NA(c) =0 (V.30)

Notons que M n’est pas vide car K est un cone pointé.

Nous venons de traiter le cas ou la base V(X) est d’ordre impair. Le cas de I'ordre pair néces-
site un traitement spécifique qui renvoie a la notion de somme de carrés pondérés définie par
Nesterov [Nesterov 2000].
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V.2.2 Cas des ordres pairs : ky = 2k,

Reprenons S, la base des B-splines d’'ordre ky telle qu’elle a été décrite dans la section
précédente. Nous nous intéressons cette fois a la description du sous-espace de fonctions

F(S§) N
F(52) = {Pu(x) = T(X) Zriz(x), Ti(X) € Py gy i = 1, -, N} (V.31)

&
ou T(X) est un polyndéme de degré 1 tel que

I(x) >0 VxeA (V.32)

Définissons la famille Eu a partir de la base de B-splines S :

Su= {01 = /T(X)Ur(X),...,Um = /T(X)Um(X) } (V.33)
Su étant une base libre, on déduit que Eu est aussi une base libre. Le sous-espace de fonctions
T(SE) est construit sur $2, I'ensemble des fonctions carrées de la base S :

S2={G(0TG(x), i,j=1,...,m} (V.34)

Grace a la proposition V.1, nous pouvons affirmer qu'il existe une base de B-splines V(X) =
(v1(x),...,Vn(X))T d'ordre k, pair permettant de recouvrir le sous-espace 7 (52) engendrée par
& car F(55) € P, g
A linstar du cas impair, nous allons pouvoir décrire les éléments de P, £.v, @ppartenant au
sous-espace de fonctions F (52) par I'écriture du cone K(T).

Définissons I'opérateur matriciel linéaire A(V) tel que :

PR e, — PRy, - VOO = AV(X) = U9UX)T,  xeA (V.35)
en notant U(X) = (Ug(X), ..., Um(X))T il vient : ¥x € A,
<)\171,V> <)\17m,V>
A(V) = : : = (G1(X), - .., Um(¥)) T (U1(X), . .., Um(X)) (V.36)
<)\m71,v> e <)\m7m,v>
Définissons maintenant I'opérateur linéaire dual R™™M — R"Y +— A*(Y) tel que :
Y,A(V(X)) = (A (Y),v(x), VY eR™MveR" (V.37)

Posons maintenant la condition de positivité polynédme par morceaux d’ordre pair.

Théoreme V.2 Soit lLun élément du cone K convexe pointé et fermé défini par :
K={ueR": u=A*(Y),Y =0} (V.38)

A chaque élément du cone K est associé une fonction Py(x) = (1, V(X)) est définie comme
une somme de carrés pondérée par T(X), un polyndme de degré 1 strictement positif sur A,
tel que :
d — 2
Pu(x) = Zluivi(x) =1(%) ) 17 (x) >0, Tiy(X) € Py, 5y, i=1,...,N (V.39)
i= i= .

MZ




102 Chapitre V. Génération de trajectoires : formulation se mi-definie positive

Démonstration
Posons U(X) = (K, V(X)) ot = A*(Y) et Y = 0. Ainsi, on peut écrire VX € A:

W =AY V0) = (Y, A(X))
= (Y,UXTX)T) = (Y(X), 0%) > 0 (v.40)

D’autre part, si l(X) € K, alors il existe un jeu de coefficients yi € R™ i =1,...N tel que :

M = 3N T0)2 = (L G000 wan)
= AN = (A (S W) v(0) |

Ainsi on en déduit que la matrice Y peut étre choisie telle que

d

N
Y=Y vy =0
2,V

Nous disposons maintenant de conditions permettant de conclure a la positivité d’'un polynéme
par morceaux d'ordre arbitraire. Nous allons replacer cette premiére contribution dans le con-
texte de la génération de trajectoires.

V.3 Application au probléme de génération de trajectoires

Deux contributions seront ici développées. Nous aborderons tout d’abord le probléme du
positionnement d’une trajectoire paramétrée par des B-splines, t — Z(t) par rapport a un hyper-
plan de I'espace Oz, en termes de positivité d’'un polyndme par morceaux. Puis, nous écrirons le
probléme d’appartenance d'une trajectoire de sorties plates t — 2(t) & un polytope de I'espace
Oz comme une somme de problemes de positivité. A cette occasion, nous appliquerons notre
contribution au probléme de guidage.

V.3.1 Appartenance d’une trajectoire t+— Z(t) & un demi-espace de Oz

Dans les paragraphes suivants, nous allons traduire le probleme d’une contrainte linéaire sur
Z en un probleme de positivité d’'une B-spline dont les coefficients sont linéairement dépendants
des paramétres des trajectoires de sortie plates. Ces coefficients seront alors déterminés a l'aide
des théoremes V.1 et V.2, ceci garantira I'appartenance de Z au demi-espace souhaité.

V.3.1.1 Formulation du probléme de positivité

Pour I'utilisation des théorémes de représentation des polynémes par morceaux positifs sur
le cdne des matrices semi-définies positives, nous nous placerons dans le cadre d'un exemple
lié a la génération de trajectoires pour systéme plat.

Soit un espace de sorties plates Oz de dimension n; dont les coordonnées sont les composantes
du vecteur Z(t)
2= (2, 2 20, Zmy 2 2T
La trajectoire A = [to, tf] € R — R, t — Z(t) doit appartenir & un demi espace ouvert de Oz
délimité par un hyperplan. Lhyperplan est défini par a € R™ et b € R. La contrainte d’apparte-
nance a un demi-espace s’écrit alors :
(a,27>b (V.42)
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Nous considérons que les trajectoires des sorties plates sont représentées dans la base des
B-splines d'ordre k :

zZ(t)= Z Ci,j-Bjk(t), i=1...,m (V.43)

n
27(t) = S CijBit), i=1..m (V.44)

Nous allons maintenant développer la contrainte (V.42) :

(a2 >b
<:>a121—|—----|—amzzmz+a,r&+1'zl+---+a2mz'zmz+...

+a(rfl)mz+1zgr) +oo o+ By Zn > b
n

& Z(alclyj +-~-+amZCnh,j)Bj7k(t)...

=

- V.45
+ (my 11C1j + - - + 8omCrny ) B k() + ... (V.45)
+ (amz(r—l)+1C1,j 4. +aerCmZ7j)Bgt|)((t) >b
n
& 3 (aBj )+ +am,—1)41B)())Ca ..
=1
(V.46)

+ (B k(t) + -+ ank<r_1>+zB§r,|)<(t>)Cz,j t..
+ (amBjk(t) + -+ + amsB]4(1))Cn,j > b

Remarquons que I'inégalité (V.45) est une contrainte de positivité de la somme pondérée d’'un
polynéme par morceaux et de ses r dérivées successives. La contrainte (V.46) qui est équi-
valente & la contrainte (V.42) va permettre de réécrire le probléme avec une seule base de
B-splines.

Proposition V.2 La somme d’un polyndbme par morceaux appartenant a P s, et de ses r
dérivées successives est représentable dans une base de B-splines 3j k € Py s yor- ™

Démonstration

On sait que Bj x € Py g - On en déduit que Bj x € Py_1¢ yo1, Bjk € Pk_25 vo2s Bgrﬁ( €Py_2zvor-
Il vient que de la somme pondérée d'une B-spline Bj k et de ses I dérivées successives appar-
tienta Py g yor. Lopérateur © est défini par :

vVor=(vy,Vo—r,....,vy—rvi1), r<vi=2,...,l (V.47)

Or d’aprés le théoréme de Curry-Schoenberg [Curry & Schoenberg 1966], il existe une base [3; k
construite sur une séquence Tg convenablement définie. O

Ainsi I'inégalité (V.46) peut se reformuler par :

n Ng ng
j; ((i;GLi,jBi,k(t)> Coj+-+ (i;amz,i,jﬁi,k(t)> sz,j> > b (V.48)
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otapjeR®p=1...,myetj=1...,n Enmettant en facteur B, il vient

Ng n
Z <Z 01 iCpj+- --+sz7i7]sz,j> Bik(t)>Db (V.49)
i1\ =
On obtient alors :
g
K(t) = ZlKiBi,k(U >0 (V.50)
i_
ou
n
Ki = Z (01,,jC1j+ "+ +0m,,iCm,j) — b (V.51)

=1

Remarque V.2 Le paramétre b peut étre une fonction polynomiale par morceaux du temps.
Cette fonction polynomiale par morceaux doit cependant étre représentable dans la base [3.

Nous venons ainsi de formuler le probléme d’appartenance d’une trajectoire t — Z(t) a un
demi-espace de I'espace Oz en un probleme de positivité d’'une B-spline (V.50). Afin d’appliquer
le théoréme de positivité a ce probléme, il nous faut déterminer les base U et v et les opérateurs
N et \*.

V.3.1.2 Base de représentation adjointe et opérateurs A et A*

Il nous faut définir une base de B-splines U telle que
2
F(85) € Pegver

On en déduit que la base u est d’ordre Kk telle que :

ky =

ktl o L
T2 sikestimpair
{ 2 P (V.52)

'% si k est pair

De plus, si I'on fait I'hypothése que la base Bj x est de continuité maximale a savoir vi =k—1, i =
2,...,1 et discontinue en &; et &, 1, il vient alors que les éléments de F(S2) sont de classe
ckleng,i=2,...,1.

Sir < ky, celaimplique alors que la classe de continuité de la base U soit supérieure a son ordre,
ce qui est contraire a la définition des B-splines qui impose k > v; pour tout i (cf. equation (C.7)).
Le cas r > kg sera exposé ultérieurement.

La solution vient de I'écriture de la base 3 dans une base adjointe V. Cette base v admettra
une base U telle que le sous espace ?(53) appartienne a I'espace de fonction dont v est une
base. La base U est caractérisée par son ordre ky défini par I'équation (V.52) et la condition de

continuité donnée par
0 sii=11+1
Vi =19, o * (V.53)
’ kp—1, sii=2...,1
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Ainsi U sera la base de I'espace de fonction P ¢ . Le sous-espace 7(55) est alors tel que
F(S53) C Py ., avec ky =Ket

0 sii=211+1

Vyji = k% si ky estimpaireti =2,...,I (V.54)
%2 siky estpaireti=2,...,l

=
A

On définit par la suite la base v comme la base de I'espace Py ¢ ,, -

Proposition V.3 Soient deux sous-espaces de polynémes par morceaux Py ,, et P ¢ v avec
Vi >Vipouri=1,...,I +1 Ilvient que Py g, C Pyz -

Démonstration
Pour démontrer ce résultat, nous allons utiliser la base des puissances tronquées de Py ,,. La
fonction tronquée est définie par [de Boor 1978] :

(X—Xp)4+ = max{x— Xo, 0} (V.55)
On peut alors définir la fonction puissance tronquée [de Boor 1978] :
(0% = (x4)f (V.56)

Il est démontré dans [de Boor 1978, pages 102-103] qu'une base de Py ¢ , peut étre obtenue a
partir d’'une famille libre de fonctions puissances tronquées :

@,j(X) = (X_jéi)i _ (V.57)

avec j =0,...,k—1. Ainsi P;(x) € Py ¢ , peut s'écrire de fagon unique dans cette base :

| k-1
Pr(x) = Zl Z Ti,j@,j (V.58)

i=1j=U;
Ainsi, la base de Py ¢ , est composée des fonctions puissances tronquées @ j, i=1,....let]j=
Vi,...,k—1 et la base de P\ £ v est composée des fonctions puissances tronquées @ j, i =
1,...,1etj=vi,....k— 1 Or par hypothése v; > vi, il vient alors que la base de Pye v est
comprise dans la base de Py g ,,. On en déduit que Py g, C Py \ 0

La proposition V.3 nous permet de conclure qu'une base Py ¢ , peut étre réécrite dans une base
de Pk7E7V/'

Nous allons maintenant écrire les coordonnées des éléments de la base [3 dans la base V.
Chaque B-spline Bj i, étant de support ¢(B; k,) fini, elle va se réécrire en fonction des B-splines
Vi k, compatibles avec elle.

Définition V.3

Soient deux B-splines B; i et B’j  de méme ordre issues de deux bases construites sur la méme
séquence ¢ et de classe de continuités respectives vj et v’j. Nous dirons que B’Lk est compatible
avec Bj  si:
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~ ¢(Bj k) C<(Bik),
~ lorsque ¢(Bj ) =

G(Bik), alors vj > vi en ¢(Bj k)
~ lorsque ¢(B; ) =¢(B

ik
i k), alors V/j > Vi en¢(Bj k)
Ainsi nous avons :

ni
Bik= > ViVik (V.59)
=N
avec I étant l'indice de la premiere B-spline de la base v compatible avec Bi k et Nj l'indice de la
derniére B-spline de la base v compatible avec [3 k. La détermination des coefficients y; utilise
le théoréme de Hausdorf sur le probléme des moments.

Théoreme V.3 (Probleme des moments)  Soient deux fonctions continues f,g: | — R dont

chacune admet, pour tout entier naturel n, un moment d’ordre n. Si | est un intervalle fermé et
borné, alors

f=g<VneN, m(f)=my(g) (V.60)

[ |

Ainsi nous pouvons écrire pour tout N :

Mh(Bi k) = Mh(

]

[IE

Yi.jVik) (V.61)

Lexpression précédente peut se reformuler grace a la linéarité des moments :

i
M(Bik) = > ViiMn(Vjk) (V.62)
=i

Le calcul des moments de B-splines a été décrit dans [Neuman 1981]. A partir de I'équation
(V.62) et du calcul de ny =N —N; moments, on obtient I'equation qui permettra de calculer les
coefficients y; j :
Mu(Viik) - MV | [Vim my (Bi k)
: Ll = : (V.63)

mnn(.vmk) mnn(.\lmk) Vi,.m M, (Bi k)

Nous pouvons maintenant établir " la matrice de passage donnant K’, les coordonnées de la
fonctions K(t) dans la base v, en fonction de K, les coordonnées de K(t) dans 3 (cf. (V.50)) :

=r|: (V.64)

avec la matrice I' € R(™*") définie par

yi=1...,ng,j=1...,ny (V.65)

S A LI N T
I 0 autrement
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Le probléme de positivité (V.50) va maintenant se poser dans la base Vv :

n

B
K(t) = ZlKi’va(t) >0 (V.66)

i=
Le théoréme V.1 (ou V.2 suivant la parité de k) pose des conditions sur les coefficients Ki’ pour
que la B-spline K(t) soit positive ou nulle. De plus, le vecteur K(t) doit aussi vérifier la relation
(V.64) pour que la B-spline solution K(t) appartienne a IPy ¢ ,,. Ainsi le probléme a résoudre est

le suivant :

K'=N(Y), Y>=0
) (V.67)
K'=TK
Remarquons que les vecteurs des coefficients C et K sont liés linéairement :
K=aC—-Db (v.68)
ou
a= [0(1,1,---,Gl,n,Gz,l,---,Gz,naas,l,---,as,n,} (V.69)
et
C=[Ci1,-.-,C1n,Co1,.--,C2n.Ca1,- .., Can] (V.70)

Nous pouvons maintenant décrire la condition d’appartenance d’une trajectoire t — Z(t) & un
demi-espace de Oz

Théoréme V.4 Les coefficients C répondent au probléme (V.46) si et seulement si il existe
une matrice Y semi-définie positive telle que :

MaC—b)=A*(Y), Y>O (V.71)
|

Si r > ky alors il existe la base u telle que (3 soit équivalente a la base de représenta-
tion adjointe V. Les théorémes peuvent alors étre exploités de facon plus directe. Le théoréme
précédent devient alors :

Théoreme V.5 Les coefficients C répondent au probléme (V.46) si et seulement si il existe
une matrice Y semi-définie positive telle que :

aC—b=A*(Y), Y=0 (V.72)
[ |
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La méthode développée dans ce paragraphe peut se résumer dans la démarche suivante :

1. Etablir la base B décrivant les trajectoires et recenser le nombre de dérivées
en jeu dans la contrainte (V.42).

2. Etablir la base [3 ainsi que la relation linéaire (V.51).

3. Calculer I'ordre k, de la base u:

Sir > ky alors la base 3 équivaut a la base V et les coefficients C répon-
dant a (V.42) sont donnés par le théoréme V.5.

Si r < ky, alors il faut établir une base V telle que décrite ci-dessus et
utiliser le théoréme V.4 pour déterminer les coefficients C répondant a (V.42)

Nous allons, dans le paragraphe suivant, illustrer les différentes étapes sur un exemple
académique.

V.3.1.3 Exemple

Considérons un systéme non linéaire composé d’'un état et piloté par une entrée et défini
par :
X=—ax +u (V.73)

Ce systeme est plat et admet la sortie plate z telle que :
Z=X (V.74)

La trajectoire de la sortie plate est soumise aux contraintes transverses suivantes :

=0 %, =0
Mo )_(‘0 (V.75)
X; =05 %, =0.2

Les contraintes sur la trajectoire du systéme (V.73) imposent :
z—z2<1 (V.76)

1. Nous choisissons de paramétrer la trajectoire z(t) dans la base B de B-splines d’ordre 7
sur l'intervalle A = [0, 10] et définie sur | = 10 segments telle que :

Tg = {tl, . ,tB}
={&1,---,&1,&2,...,&2,.. ., &141, -, €141} (V.77)
————— —— ——_——
pe1 fois  pgp fois pg,+1 fois

avec les séquences ¢ et pg définies par :

&=i—1
- J7 osii=1041, i=1...1+1 (V.78)
PBI=41 siiz2...

La base B est de dimension 16.
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2. Le nombre r de dérivées est de 1. La base [3 est alors la base d’ordre 7 construite sur la
séquence T suivante :

TB = {tl, .. ’tB}
- {El? o 7&17&27 .. '7&27 .. '7E|+17 Tt 7E|+1} (V79)
—_——— —— —_——
pp1 fois  pp, fois p.1 fois

avec les séquences & et Pp definies par :

&=i—-1

0 7 sii=11+1, i=1...,1+1 (V.80)
P72 siiz2,....1
La matrice O est calculée a partir des méthodes présentées dans le paragraphe précé-
dent.
3. k étant impair, nous avons k, = % = 4. Il vient que r < ky. Ainsi, d’aprés la méthode
présentée dans le paragraphe précédent, la base v d’ordre 7 est définie par :

TV = {tl, “ee ,tv}
- {El? o 7&17&27 .. '7&27 .. '7E|+17 Tt 7E|+1} (V81)
—_—— —— —_——
p1 fois p2 fois p.1 fois

avec les séquences & et py définies par :

i=i—1
)7 sii=11+1, i=1...,1+1 (v.82)
POV siiz2. ]
La base v comporte 43 éléments. La matrice de passage [ est alors construite en utilisant

les équations (V.63) et (V.65). La base U associée a Vv est d’'ordre 4 et est définie sur la
séquence Ty suivante :

Tu = {tl, “ee ,tu}
= {El? t 7&17227 o '7227 o ~7E|+17 T 7E|+1} (V83)
—_——— —— —_————
p1 fois p2 fois P41 fois

avec les séquences & et py définies par :

Ei=i—1
4 sii=1141, i=1..1+1 (V.84)
Pul=V1 siiz2. |

La dimension de la base U est 13.
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Le probleme (V.71) est résolu grace au solveur SDPT3 [Toh & Tutuncu 1999] et conduit & un
résultat en 0.25 secondes. La trajectoire obtenue est présentée sur la figure V.1.

Reprenons maintenant cet exemple dans le cas ou la trajectoire de la sortie plate est paramétrée
dans une base de B-splines B d’ordre pair k = 8. La base B est définie sur la séquence ¢ et les
multiplicités associés pg :

i=i—1
8 sii=11+1, i=1,...,1+1 (V.85)
PBI=11 siiz2...
Avecr =1, la base 3 du probléme se définie sur la base ¢ et pg
&=i—1
(8 sii=1141, i=1..1+1 (V.86)
P2 siiz2.. .|

k étant pair, k, = li( = 4. Nous définissons la base u d’'ordre k, = 4 sur les séquence & et py telle
que :

&=i—1
J4 sii=10+1, i=1..0+1 (V.87)
Puil=V1 siiz2,. ]

Afin d’obtenir la base V et 'opérateur A(V), nous définissons la fonction T definie dans le para-
graphe V.2.2. telle que :

T(t)=t+1
La base v d’ordre 8 est alors définie sur les séquence & et py :
&=i—1
8 sii=11+1, i=1,...,1+1 (V.88)
pw:{SsH:Z”J

Elle comporte 53 éléments. Remarquons que ky > r, nous utiliserons ainsi le théoréme V.4. La
matrice de passage [ se calcule de la méme maniéere que précédemment. Le résultat de I'ap-
plication numérique est présenté sur la figure V.1.

Nous allons maintenant aborder le probléme d’appartenance d’une trajectoire a I'intersection
de demi-espaces délimités par des hyperplans.

V.3.2 Appartenance d’une trajectoire  t — Z(t) a l'intersection de plusieurs
demi-espaces de Oz

V.3.2.1 Formulation du probléme

Considérons n¢ hyperplans de I'espace Oz. Les trajectoires des sorties plates sont paramétrées
par des B-splines (cf. (111.15)). Le probléme d’appartenance d’une trajectoire t — 2(t) a un demi
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z

FiG. V.1 — Trajectoire pour une base de B-spline d’ordre 7 et 8 sous contrainte linéaire

espace ouvert se définit comme un probleme de détermination d’une matrice semi-définie posi-
tive Y telle que
MaC—b)=A*(Y), Y>>0 (V.89)

ol O et b sont caractéristiques de I'hyperplan. Lappartenance d’'une trajectoire t — 2(t) a I'in-
tersection de plusieurs demi-espaces de Oz va se traduire par la conjonction des différents
problémes attenant aux différents hyperplans :

M(a1C1—bg) =A* (Y1), Y1 =0
: (V.90)
r(anchc - bnc) =N" (Ync)7 Ync = 0

Afin de rendre le probléme cohérent au regard du probléeme de génération de trajectoire dans
lequel nous désirons un vecteur C unique, nous ajoutons une contrainte supplémentaire :

C=Ci=-=Cq

[(01C1—by) = A*(Yy), Y1+ O
.(11 1) M), Y11= (Vo)

I_(ar\ccnc - bnc) =N\ (Ync>7 Ync = 0

Remarque V.3 Ladjonction de cette derniére contrainte dégrade la condition nécessaire et suff-
isante du systéme (V.90) en condition uniquement suffisante.

La prise en compte des contraintes tranverses (conditions initiales et finales) se traduit par
une condition linéaire sur le vecteur des coefficients des B-splines :

ou la matrice de collocation M. évalue la base des B-splines et de leurs dérivées successives
aux instants tg et t¢, et M évalue le vecteur Zaux mémes instants. Le probléeme (V.91) augmenté
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des contraintes transverses s’écrit alors :

Mcc:Mz
M(aC—by) =A*(Y1), Y1>0
.( 1C—bn) M), "1 (v.93)

r<ancc_ bnc) = /\*(Ync)7 Ync =0

Théoréeme V.6 Une condition suffisante pour que la trajectoire t — Z(t) définie par (I11.15) appar-
tienne a l'intersection de n. demi-espaces est qu'il existe Nc matrices Y; semi-définies positives
telles que la condition (V.93) soit vérifiée. m

V.3.2.2 Exemple

Reprenons I'exemple défini dans le paragraphe V.3.1.3. Nous désirons maintenant que la
trajectoire t — Z(t) soit inscrite dans le le polytope du plan Oz définie par I'inégalité matricielle
suivante :

1 -1 1
1 1|7 |1
1 1 M =11 (V-94)
1 -1 1

La trajectoire t — 2(t) est définie dans la base B construite sur Tg (V.77). On en déduit que les
bases 3, v, U sont les mémes que celles établies dans le paragraphe V.3.1.3 respectivement
pour un ordre 7 et 8. Nous construisons alors un probléme équivalent au probleme (V.93) que
nous résolvons grace a SDPT3 [Toh & Tutuncu 1999]

1

0.8

0.6

0.4F

0.2

N 0

-0.21

-04r1

-0.61

-0.81

1 . .
-1 -0.5 0 0.5 1

z

FiG. V.2 — Trajectoire pour une base de B-spline d’ordre 7 et 8 sous contrainte d’appartenance
a un polytope
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V.3.3 Application au probléme de guidage

Le probléme de guidage que nous souhaitons résoudre est le suivant :

minc Jc(C)
7(t,C) =13
. _ N (V.95)
sous les contraintes : { Z(tf,C) = z;
z(C) e §

La région admissible § impliquée dans le probleme que nous considérons est définie par la
surface Sg qui décrit un polytope inscrit dans I'espace admissible S;. Notons H et K les matrices
de la représentation par hyperplan de Sg telles que :

vt € A, HZ(t) <K & 2(t) € S (V.96)

La surface Sg est un polytope défini par 512 hyperplans. Malgré I'usage de différents solveurs,
nous avons rencontré d'importants problemes numériques. En considérant des trajectoires de
sorties plates définies sur la base B du paragraphe V.3.1.3, le probléme posé ici est différent
de celui posé dans le paragraphe V.3.2.2, essentiellement a cause du nombre de demi-espaces
considérés du point de vue du solveur. Il peut alors étre intéressant de réfléchir a des méthodes
de réduction de dimension du probléme LM I développé ici.

Considérons g, la projection de Sg dans I'espace O de coordonnées Z = {71,2, 23,21, 722,73}
Nous posons le probléeme de commande optimale réduit suivant :

minc Jc(C)
2,0 =2 (V.97)
sous les contraintes : { Z(tf,C) = z; '
Z(C) € S

Proposition V.4  Une trajectoire bornée t — Z(t) solution au probléme (V.97) est une solution
au probléme de guidage. n

Démonstration

En effet une condition nécessaire pour qu’une trajectoire t — Z(t) appartienne a Sg est que la
trajectoire t — Z(t) appartienne a Sé. De plus, la remarque 1ll.1 de la page 53 nous indique
que le rayon de la sphére dans laquelle doit étre inscrite la trajectoire t — (z1(t), zx(t),z3(t)) est
extensible. En d’autres termes, cette contrainte signifie que la trajectoire t — (z1(t), 2x(t), z3(t))
doit étre bornée. 0

La résolution du probleme (V.97) débute par la définition d’'une base B* d’'ordre kg- et de
degré de continuité vg-. Les sorties plates z1, Z», 3 sont décrites dans cette base B*. Ainsi les
dérivées premieres 71, 7>, 73 peuvent étre décrites dans une base B d'ordre kg = kg — 1 et de
degré de continuité vg = vg+ © 1. On peut alors résoudre le probleme (V.97) par la mise en
oeuvre de la démarche du paragraphe V.3.1.2 en considérant que le nombre de dérivées est
égale a 1. Ensuite I'application du théoréme V.6 nous ameéne a résoudre le probleme (V.93) ou
les coefficients C définissent la trajectoire t — (21,2, 73) dans la base B. De plus, il existe une
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matrice de passage '* entre les coefficients C* définissant la trajectoire t — (z1(t),zx(t),z3(t))
dans la base B* et les coefficients C tels que :

c=r-cr
Ainsi le probléme d’optimisation LM I a résoudre est le suivant :

Mcc* - MZ

a1M*C*—by =A*(V1), Y1=0
. (V.98)

ancr*C* - bnc - /\>’< (Ync), Ync i 0

Une premiére solution fournie par la résolution de (V.98) correspond a une durée de la manoeu-
vre de 50 secondes. Cette durée est comparable a celle obtenue avec I'approche du chapitre I
en considérant des contraintes linéaire (cf. paragraphe I11.5.4.2). Notons, enfin, que cette durée
correspond a une premiére itération qu’'un processus de recherche du temps optimal comme
proposé a la figure 1l1.12 permettrait d’optimiser. La durée de la manoeuvre est de 50 sec-
ondes . La base B* est d'ordre 8 sur 10 segments uniformes et de continuité maximale aux
noeuds de segmentation. La durée d’exécution du probléme (V.98) par le solveur SDPT3 [Toh &
Tutuncu 1999] est approximativement de 6.3 secondes. La trajectoire obtenue est présentée sur
la figure V.3.

Orientation (angle de Cardan)
40

Moments cinétiques internes

g — Hint,x
Z — Hint.y
f=
I — Hint,z
Couples développés
0.05

é F Cx
Z 0f i——c
@)

_0.05 Il L L L CZ

10 20 30 40 50
t[s]

FiG. V.3 — Trajectoire pour une base de B-spline d'ordre 8 sous contrainte linéaire

V.4 Conclusions

Ce chapitre avait comme objectif de poser les bases méthodologiques d’une nouvelle ap-
proche permettant de vérifier les contraintes imposées sur le continuum temporel et non plus
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en un nombre fini d'instants. Nous avons formulé le probléme de génération de trajectoires des
sorties plates t — Z(t) sous contraintes linéaires comme la conjonction de problémes de pos-
itivité de polynémes par morceaux. Nous avons montré que chaque probléeme de positivité se
définit en termes de positivité semi-définie d’'une matrice. Par le biais d’'un exemple, nous avons
montré que les outils de la programmation semi-définie permettent d’'obtenir des trajectoires qui
vérifient les contraintes de facon continue dans le temps. Enfin, nous avons montré comment la
méthodologie développée dans ce chapitre pouvait s'appliquer au probleme de guidage
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Conclusion générale

Lobjectif général de cette these était de développer des méthodes et des outils de génération
de trajectoires d'attitude pour satellites rigides pilotés par des roues a réaction.

Le chapitre | avait pour objectif de préciser les hypothéses de travail en se basant sur une
analyse critigue des méthodes existantes. Nous avons tout d'abord présenté un tour d’hori-
zon des différentes méthodes de génération de trajectoires classiquement utilisées dans la
littérature. Nous nous sommes efforcés de présenter les principales techniques, de clarifier
leurs périmetres d'application potentielle au probléme de guidage et d'identifier les problémes
encore ouverts. Ce tour d’horizon nous a permis de motiver et de justifier les orientations
méthodologiques choisies dans la suite de ce mémoire. Nous avons en particulier souligné le
fait que pour les supports applicatifs cibles (les plateformes de type Myriade ou Proteus), pour
lesquels les actionneurs sont des roues a réaction, il est nécessaire de développer des méthodes
de génération de trajectoires produisant des profils de couples adaptés (suffisamment continus).

Au cours du deuxiéme chapitre, nous avons tout d’abord démontré le caractére différen-
tiellement plat du modéle dynamique d’attitude d’un satellite rigide et déterminé un jeu de sor-
ties plates. Nous avons ensuite mis en place un probléme d'optimisation ne nécessitant pas
d’'intégration en exploitant I'impact de la platitude différentielle sur le probléme de commande
optimale. Dans les chapitres suivants, deux méthodes distinctes de résolution de ce probléme
d’optimisation géométrique sont abordées.

Dans le chapitre Ill, nous avons associé les méthodes directes de collocation du probleme
de commande optimale & la platitude différentielle. Nous avons repris et spécifié le probléeme
de génération de trajectoires de sorties plates sous contraintes définies dans le chapitre Il. Le
paramétrage des trajectoires des sorties plates par des B-splines nous a permis de formuler
le probleme en termes de programmation semi-infinie. Nous en avons déduit alors le prob-
Iéme d’optimisation paramétrique non linéaire par discrétisation du probléme de satisfaction de
contraintes. Ce probléme d’optimisation non convexe est alors résolu par des algorithmes de
programmation non linéaire. Afin de simplifier cette résolution numérique, la région admissible
définie par les contraintes sur les sorties plates a été approximée par des volumes convexes
(superellipsoide) et intérieurs a celle-ci. Une étude numérique approfondie a permis d’examiner
les avantages et les inconvénients de I'utilisation de ce schéma convexe de génération de trajec-
toires. Au cours de cette étude numérigue, nous avons mis en évidence la nécessité d'effectuer
une analyse a posteriori afin de vérifier si les contraintes sont bien satisfaites entre les points de
collocation. Ce constat, intrinseque & la notion de collocation, est a I'origine des développements
présentés dans le chapitre V.

Le chapitre IV a été consacré aux résultats obtenus sur un simulateur interne au CNES. Ce
chapitre a mis en évidence I'intérét de la platitude par rapport aux techniques développées par le
CNES et qui s'appuient sur des méthodes classiques pour générer des profils de guidage. Ces
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premiers résultats sont encourageants et laissent a penser que la méthodologie développée au
chapitre lll, associée a une procédure de post-analyse, pourrait constituer un outil opérationnel
sous réserve d’'une validation par des tests supplémentaires (robustesse du code informatique,
scénarios de manoeuvre, ergonomie de I'outil...). Une analyse pertinente des paramétres de
collocation (notamment la distribution des points de segmentation et de collocation) pourrait
permettre d'alléger le processus de vérification a posteriori.

Enfin, le chapitre V a été consacré au développement d’une contribution majeure de ce mé-
moire. Nous avons posé un cadre méthodologique visant a prendre en compte les contraintes
de fagcon continue dans le temps. Pour ce faire, nous avons considéré un probléme de généra-
tion de trajectoires de sorties plates sous contraintes linéaires. Nous avons montré qu’un tel
probléme pouvait s’écrire en termes de plusieurs problémes de positivité de polyndmes par
morceaux. Nous avons de plus démontré que la positivité d’un polyndme par morceaux peut s'-
exprimer comme un lien entre le cdne des coefficients dans la base de B-splines associée a ce
polyndéme et le cbne des matrices semi-définies positives. Ainsi, nous avons ouvert la possibilité
de résoudre un probléme de génération de trajectoires d’un systéme plat non linéaire sous con-
traintes par des outils de programmation semi-définie. Nous avons ensuite illustré la démarche
globale sur un exemple académique, avant d’appliquer la méthodologie au probléeme de guidage
en attitude.

Les résultats obtenus dans ce mémoire offrent des perspectives intéressantes de développe-
ments ultérieurs :

En premier lieu et au plan méthodologique : en amont du probléme de génération de trajec-
toires, se pose la question de I'existence d’'un critére calculable et systématique qui permette
de conclure a la platitude, et le cas échéant, de caractériser les sorties plates candidates. Cette
guestion n’a pas encore fait I'objet d’une résolution satisfaisante. En effet, si plusieurs conditions
nécessaires et suffisantes, dont celle recemment démontrée dans [Lévine 2004b], existent dé-
sormais, de véritables techniques systématiques et algorithmiques de détermination des sorties
plates n’ont toujours pas été dégagées.

Ensuite au plan applicatif, il faudra sans doute plusieurs campagnes de test sur les simula-
teurs industriels pour valider la méthodologie développée au chapitre V. En effet, pour l'instant,
ces techniques basées sur la positivité sont uniguement testées par des simulations informa-
tiques. Malgré les résultats encourageants obtenus, la démarche nécessite certainement d’étre
confrontée a différents scénarios de guidage. De plus, la dimension élevée du probleme LMI
qui en résulte peut étre un frein a son utilisation. Des études supplémentaires seront néces-
saires pour rendre la méthode plus robuste en grande dimension, en gérant intelligemment les
compromis de synthése pour le probleme de guidage considéré.
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Annexe A

Programmation non linéaire

Les techniques de programmation non linéaires sont des technigues itératives de recherche
d’optimum. Le principe fondamental de ces techniques, suggéré par Newton, a tout d’abord été
utilisé pour trouver les solutions X* d’un systéme algébrique non linéaire a(x) = 0. L'algorithme
de résolution consiste a calculer a partir d’'une estimation de la solution X une nouvelle estimation

~

X:

X=x+ap (A.1)
ou O est un scalaire et p est la direction de recherche définie par I'équation linéaire :
AX)p = —a(x) (A.2)
ou A est la matrice définie par :
02y 03y
0%
A= : . (A.3)
Jdan -, Oay
0xq1 T 0Xn

Pour développer la méthodologie générale de I'optimisation non linéaire, posons tout d’abord
le probléme d’optimisation sans contrainte.

A.1 Probleme d’optimisation non contraint

Supposons que nous devons définir n variables X minimisant la fonction de co(t scalaire
J(X) :
minJ(x) (A.4)
X

La condition nécessaire pour que X* soit solution de ce probléme est :

0J
ox;
0J
Oed=|axg | =0 (A.5)
1 0J
" OX
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128 Annexe A : Programmation non linéaire

Si la méthode utilisée pour trouver X* est une recherche linéaire par gradient de descente (méth-
ode de Newton A.2), nous devons calculer une direction de recherche p telle que :

H(X)p = —0xJ (A.6)

ou H est la matrice hessienne définie par :

© 0% 92) 9% 7
ax% 0X10%2 """ 0X10%n
92) 32 92J
2 ...
H (X) — 0X20X1 ax2 0X20%n (A7)
02J 92J 92
| 001 OXndXxp "7 Ox2

Détaillons maintenant comment les contraintes égalitaires vont étre associées au probléme que
nous venons de présenter.

A.2 Contraintes égalitaires

Ajoutons au probleme précédent | contraintes égalitaires a satisfaire :

miny J(X) A8)
c(x)=0
avec | < n. Soit le Lagrangien L tel que :
L(x,A) =J(X) =\ "¢c(x) (A.9)

Le Lagrangien est une fonction scalaire des n variables X et des | multiplicateurs de Lagrange A.
Les conditions nécéssaires d’optimalité pour qu’un point (X", A*) soit un optimum respectant les
contraintes imposent qu'il soit un point stationnaire du Lagrangien défini par :

OxL(X*,A*) = OxJ(X*) —CT(x)A =0 (A.10)
et O\L(X",A\*") = —c(X*) =0 (A.11)
avec
Jdo  dc Jc
0X1 Oxo """ OXp
Cx)=|% P 7 O (A.12)
% o o
OX1 Oxo """ OXp

Les (n+ m) variables (X,A) qui satisfont les conditions d’optimalité (A.10) et (A.11) vont étre
obtenues par une méthode analogue a celle de Newton (A.1) dont la direction de recherche p

est définie par :
Ho C'1[p] [-OsF
S
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ou H représente le Hessien du Lagrangien tel que
m

H_ = O2F — Zl)\imici (A.14)
i=

Le systéme linéaire (A.13) est connu comme les équations de Kuhn-Tucker ou encore de Karush-
Kuhn-Tucker. On peut également noter que la direction de descente p définie par la résolution du
probléme (A.13) est aussi solution du probléme de minimisation quadratique sous contraintes :

1T T
min-p H p+ LxJ
b 2p LP+LxJ P (A15)
sousCp = —c

Ce dernier probléme nommé sous-probléme d’optimisation quadratique est trés important
dans la résolution des problémes d’optimisation sous contraintes inégalitaires.

A.3 Contraintes inégalitaires

Considérons maintenant le probléme d’optimisation sous | contraintes inégalitaires :

minyJ(X)

000 >0 (A.16)

Notons que le nombre de contraintes | est dorénavant libre contrairement aux hypothéses du
paragraphe précédent.

A l'instar des contraintes inégalitaires prises en compte dans la résolution du probléme de com-
mande optimale par les conditions nésessaires d’optimalité (cf le paragraphe 1.3.1.3), I'ensemble
des contraintes va étre classé en deux sous-ensembles :

— les contraintes inactives i.e. les contraintes strictement satisfaites, ; (x) > 0,

— les contraintes actives i.e. les contraintes qui sont sur leurs frontiéres ou non respectées,

cj(x) <0

Les contraintes inactives sont ignorées et les contraintes actives sont remplacées par les con-
traintes égalitaires Cj(X) = 0. Toute la difficulté réside dans la détermination de ces deux sous
ensembles. En effet, s'ils sont parfaitement connus, alors la méthode de résolution consiste a ré-
soudre le probléme d’optimisation sous contraintes égalitaires défini plus haut en ne considérant
gue les contraintes actives. Dans le cas contraire, les algorithmes de résolution deviennent plus
complexes puisqu’ils nécessitent de résoudre une succession de résolutions des équations de
Kuhn-Tucker (A.13) via le sous-probléme d’optimisation quadratique (A.15) avec une discrimina-
tion des contraintes actives et inactives a chaque itération. Ainsi, la plupart des moteurs d’opti-
misations disponibles sont basés sur le principe de résolutions successives du sous-probléme
d’optimisation quadratique sous contraintes linéaires (A.15). On dénomme ces algorithmes SQP
pour sequential quadratic programming.

La description des algorithmes d’optimisation présentée ici ne se prétend pas étre exhaus-
tive. En effet, pour des raisons de clarté, nous n'avons pas introduit les conditions suffisantes
d’optimalité obtenues a partir des conditions des Karush-Kuhn-Tucker de second ordre. Une dis-
cussion compléte sur I'apport et l'utilisation de ces conditions suffisantes est disponible dans
[Gil, Murray & Wright 1981].
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Annhexe B

Eléments de géometrie differentielle

B.1 Morphismes

Soit X et Y deux espaces.

Définition B.1
Une application f : X — Y,X — y est continue au point X si, pour tout voisinage Vy de f(x),
f_l(Vy) est un voisinage de X. Elle est continue sur X, si elle est continue en tout point de X.

Définition B.2 (Homéomorphisme)
Un homéomorphisme f de X vers Y est une bijection telle que f et f 1 sont continues
Soit E et F des espaces vectoriels normés.

Définition B.3
Une application f : E — F est un isomorphisme si :

1. f estlinéaire continue

2. il existe une application linéaire continue g: F — E telle que :
gof=Ilgetfog=Ig (B.1)
ou | est I'identité.

Soit U et V deux ouvert de E et F respectivement.

Définition B.4
Une application f de U dans V est un C9-diff€omorphisme si f est une bijection U — F est de
classe Cletsi f~1V — E est de classe CY.
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132 Annexe B : Eléments de géométrie différentielle

B.2 Théoremes des fonctions implicites

Théoréme B.1 (Théoréme des fonctions implicites) Soit ¢ une application Kk fois continue-
ment différentiable, avec k > 1, d'un ouvert U C R" dans R"P avec 0 < p < n, et supposons
qu'il existe au moins un xp € U tel que ¢(Xp) = 0. Si en chaque point de x de U I'application
linéaire tangente D¢ (X) est de rang plein égal a n-p, il existe un voisinage V =V; x Vo C U de
R" = RP x R"P et une application k fois continiment différentiable  de V; dans V> tels que
les deux ensembles {x € V1 x V2| (X) = 0} et {(X1,X2) € V1 x V|2 = Y(X1)} sont égaux. m

Autrement dit, la fonction  vérifie localement ¢(x1,P(X1)) = O et la variable X2 = @(X1) est
décrite a l'aide des p variables indépendantes de Xj.

B.3 Variété difféerentielle

Soit V un ensemble d’éléments appelés points et F un espace vectoriel, normé réel et de
dimension finie N. V est munie d’'une topologie i.e. tout point de V appartient a au moins un
ouvert Uj de V (notion de recouvrement).

Définition B.5 (Carte)
Une carte locale sur V est le couple noté (Ui, @), formé d'un ouvert de V et d’'un homéomor-
phisme @de U; vers un sous-ensemble ouvert @(U;) de F.

Définition B.6 (Coordonnées locales)
Les coordonnées locales d’'un point p du domaine U d’'une carte (U, ) de V sont les coordon-
nées du point @(p) de R". On note

(X1,- -+ Xn)

le n-uplet de réels attachés au point p. La bijection @ associe a tout point p € U C V le n-uplet
de réels (X, ...,X). Réciproquement, (p‘1 associe a tout n-uplet de réels un point de U. Une
carte locale définit un systéme de coordonnées locales.

Définition B.7
Deux cartes (Ui, @) et (Uj,@;) surV, tel que Ui N Uj # 0 sont C9-compatibles (q > 1) si

Qi =@jo ([')ITL}il"‘lUj (B.2)
est un difféomorphisme de classe CY entre les ouverts ¢ (Ui N Uj) et ¢;(UiNnUj) de R"

Définition B.8 (Atlas)
Un atlas de classe C9 sur V est un ensemble A de cartes (Ui, @) telles que :
— les domaines Uj de cartes constituent un recouvrement de V,
— les cartes (Ui, @) et (Ui, @) telles que UjNU; # 0 de A sont C%-compatibles.

Definition B.9 (Atlas maximal et structure de variété differ entiable)
Latlas maximal A est I'atlas se composant de toutes les cartes compatibles avec A. Un atlas
maximal sur V munitV d’une structure de variété différentiable.
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Définition B.10 (Variété différentiable)
Une variété différentiable de classe CY est un couple formé d’'un espace topologique et d’'un
atlas maximal :

(V.A)

Sa dimension étant n, on note la variété (V,, A) plus simplement V.

Définition B.11 (Variété produit)

La variété produit X, x Yy, de deux variétés est la variété définie par I'atlas produit des atlas de

X, et de Y. Sa dimension est la somme des dimensions de chacune des variétés X, et Ym.
Soit p un point d’'une variété différentiable V.

Définition B.12 (Espace vectoriel tangent)
Lespace vectoriel tangent est I'ensemble des vecteurs tangents a Vi, au point p. Il est noté TpVp,.
Un vecteur tangent au point p a pour expression :

2 017
La base de cet espace tangent est formée par les n opérateurs aixi qui se définissent par :

0 . . dg

Lespace vectoriel tangent est donc de dimension n.

B.4 Fibré tangent, Champ de vecteurs et Dérivée de Lie

Considérons maintenant la réunion de tous les espaces tangents a V, en tout point de V.
Définition B.13
Le fibré tangent a V,, est la variété :

TVh = [ (xx TuVn) (B.5)

XEVh

Le fibré tangent TV}, posséde une structure naturelle de variété différentiable de dimension 2n.
La base du fibré tangent est V.

Définition B.14 (Champ de vecteurs)
Un champ de vecteurs sur V, est une application X telle que :

X Vh— TVh: Xi—= X(X) = (X, Xy) (B.6)

Cette application associe a tout point de x de V, un couple formé du point et d’'un vecteur tangent
Xy en ce point. Un champ de vecteurs est différentiable si I'application qui le définit est de classe
C”. Lensemble des champs de vecteurs différentiables sur Vj, est noté X (V)

Soit V,W € X (V).
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Définition B.15
Le produit des champs de vecteurs V,W est un opérateur défini par :

vgeC®: (VW)g=V(Wg) (B.7)

Définition B.16 (Crochet de Lie)
L'opération crochet de Lie est I'application :

[]: X (V) X X(Vn) = X (V) 1 (V,W) — [V,W] = VW —WV (B.8)

Le crochet des champs de vecteurs V et W opére sur C*(V;), 'ensemble des fonctions infini-
ment différentiables sur Vy, :

[V,W]:C®(Vh) — C®(Vh) : g+ [V,W]g=V(Wg —W(Vg) (B.9)

Le crochet de Lie permet d’introduire la notion de dérivée de Lie.

Définition B.17 (Dérivée de Lie)

La dérivée de Lie du champ de vecteurs V par rapport au champ de vecteurs W est définie par :
LwV = W, V] (B.10)

En introduisant les coordonnées locales X, il vient :

N ov
LwV = i;Wl' (X>6_xi(x> (B.11)

B.5 Fibré cotangent et champ de 1-formes

Définition B.18 (Espace vectoriel cotangent)
Lespace vectoriel cotangent, en X, a Vi, est le dual de I'espace tangent TV, et il est noté T,"Vj,.
Il a pour repére la base formée par les n opérateur dx qui sont la différentielle de la projection

X — Xjet qui se définit par :

0
(dx,a—xj> =9 (B.12)

dj,j étant le symbole de Kroneker.

Définition B.19 (1-forme)
Une 1-forme au point X de V,, est une forme linéaire sur TyV,, que I'on note généralement wy. La
dualité des 1-formes et vecteurs tangents est mise en évidence par I'égalité :

(@, V) = ox(V) =V (o) (B.13)

Une 1-forme wy s’écrit dans le repére de T,V :
n

Wy = Zwidx (B.14)
i=

Définition B.20
Une 1-forme w sur V,, est fermée si sa différentielle extérieure est nulle : dw =10



Annexe C

Espaces de fonctions polynomiales par
morceaux et B-splines

C.1 Espaces de fonctions polynomiales par morceaux et B-
splines

Dans cette annexe, nous allons définir les B-splines comme une base de représentation de
I'espace des polyndmes par morceaux. Les définitions et propriétés présentées ici sont clas-
sigues. Cependant, le premier objectif de cette annexe est de poser le vocable et les notations
qui seront utilisés dans I'ensemble du mémoire. Le second est de rappeler que les B-splines
constituent une base de représentation des fonctions polynomiales par morceaux.

Soient A un intervalle de R , une séquence de points strictement croissante § = {&; };_; appelée
séquence de segmentation, kK un entier naturel positif et {Py,..., R} une séquence de | polynd-
mes d’ordre K (i.e. de degré inférieur a k). On définit f, une fonction polynomiale par morceaux
ou polynéme par morceaux d’ordre K sur la séquence ¢ telle que :

Définition C.1 (Fonction polynomiale par morceaux)
1+1
i=1

Pi(x) si& <x<&

f(x) = 5 (C.1)
% R(X) si&<x<&i1
0 six<&iougig <X

On appelle les points & les noeuds de segmentation de f.

Notons que f, aux noeuds intérieurs de segmentation {Ei}gzz, n'est définie que si les valeurs
de f a gauche et a droite du point sont égales.

On dit que deux fonctions polynomiales par morceaux peuvent étre coordonnées si elles posseé-
dent la méme séquence de segmentation &.
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Définition C.2 (Espace des polyndmes par morceaux coordonné s dordre k)

On note [Py ¢ I'espace linéaire des polyndmes par morceaux d’ordre k comme étant la collection
de tous les polynémes par morceaux d’ordre K définis sur la séquence de segmentation &. Cet
espace est de dimension kl au sens ot il faut déterminer les k coefficients des | polynémes pour
obtenir un polyndme par morceaux.

Donnons maintenant la définition du sous-espace de Py ¢ des fonctions polynomiales par morceaux
respectant des contraintes de continuité aux points de segmentation.

Définition C.3 (Espace des polyndmes par morceaux d’ordre k et de continuité vj en &)
Soit Py g y, un sous-espace de Py ¢, défini comme I'ensemble des fonctions polynomiales par
morceaux Vvérifiant les conditions de classe de continuité CVi en ;. Soit v la séquence des

conditions de continuité (v1,...,Vi41), avec Vi <k, i =1,...,1 4+ 1. Ces contraintes s'écrivent :
Iin’g fU-N(x) = Iirrg fO-Y(x), avecj=1,...,vieti=2,..,I (C.2)
X—¢j X—¢j
x<&j x>

Remarque C.1 Etant un sous-espace de I'espace linéaire Py ¢, I'espace Py ¢ ,, est aussi un es-
pace linéaire.

Définissons maintenant les B-splines d’ordre k comme une famille de polyndmes par morceaux
de ]P)KEN'

Définition C.4 (B-splines d'ordre  K)
Soit T une séquence non décroissante de points, appelée séquence nodale, basée sur la

séquence & = {Ei}!ii fractionnant A en | segments telle que :
T = {tl,,tp}
= {El?"' 7&17227"'7227"'7E|+17"' 7E|+l} (C3)
—_—— —— —_——
p1 fois p2 fois P11 fois

La famille § des B-splines d’ordre k construite sur la séquence nodale T est déterminée par
I'algorithme itératif de Cox-de Boor [de Boor 1978] :

1 t<x<tj

B; ol X) = .
00X 0 ailleurs (C.4)
X—t; tik—X
Bj k() = g7 Bik-1(%) + g o, Bitrk-1(X)

Et C(Bi7k) désigne le support du i™€ élément de S sur lequel I'élément Bi x est non nul :

¢(Bik) = [&(Bik), S(Bik)] = [tj, tj+] (C.5)

Remarque C.2 Notons que, par construction, chaque B-spline B; k est positive ou nulle sur son
support.

Rappelons maintenant le théoréme qui établit la famille de B-splines d’ordre Kk construite sur
la séquence T comme une base du sous-espace linéaire Py ¢ ,,.
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Théoréme C.1 (Théoréme de Curry-Schoenberg)  Soient la séquence & définie comme précédem-

ment, et la séquence des conditions de continuité v = {v.}!ﬁ vérifiant Vi, v; < K telles que

I
;Vi = dlm(PkEv> (C.6)

m:k—i-.i(k—vi):kl—

et soit la séquence nodale T définie comme précédemment avec

k sii=11+1
p'_{ K—v, sii=2...| S
Il vient alors que la famille de B-splines {By,...,Bmk} d'ordre k construite sur la séquence T
est une base de Py . ™

La démonstration de ce théoreme a été développée dans [de Boor 1978, pages 115-116]. Nous
en donnons ici les idées directrices.

Démonstration
La démonstration de ce théoréme se base sur deux éléments :

1. le nombre d’é¢léments de la famille S est égal a la dimension de Py ,,
2. la famille S constitue une famille libre de fonctions.

Dans un premier temps, il nous faut prouver que chaque B-spline B;k appartient a Py s ,, sur
lintervalle A. Tout d’abord, il est admis qu’une B-spline B;  est un polynéme par morceaux d’or-

dre k défini sur la séquence nodale {tj,...,ti.x}. Ensuite, la dérivée $Me ge g B-spline Bk
est discontinue au point &j, s'il existe un indice r € [i,i+ K] telque ty =& etk—1— jr =S jr
correspond au nombre d’éléments de la séquence tj, ...tk tel que ty =1t avec i <m<r. |l

s’ensuit que j, estinférieur a K—Vj, qui est le nombre d’éléments de la séquence T égaux a §;.
On en déduit que S> Vvj et que les vj — 1 premiéres dérivées de la B-spline B; i sont continues
en t;. Nous venons de prouver I'appartenance des m B-splines Bjx a Py ¢ . Ainsi, le nombre
d'éléments de la famille S est égal a la dimension de Py ¢ .

Il est maintenant nécessaire de démontrer que la famille de B-splines § est une famille libre
pour finir la démonstration de ce théoréme. La démonstration de ce point étant relativement fas-
tidieuse et technique, nous renvoyons le lecteur intéressé a la référence [de Boor & Fix 1973].
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Annexe D

Superellipsoides : définitions
complémentaires

D.1 Volume d’'une superellipsoide

Nous nous proposons de définir le volume d’une superellipsoide. Pour ce faire, nous allons
dans un premier temps déterminer I'aire d’'une superellipse, puis en déduire le volume de la
superellipsoide par calcul infinitésimal.

Soit une superellipse E1 donnée par I'équation (I11.25). Laire A de E; est définie par la formule
de Green [Kaplan 1991] :

1
A(Ep) = éy({:/(xldxz—xzdxl) (D.1)

ou C', le chemin d'intégration, est le contour de la superellipse. Le calcul aboutit & I'intégrale
suivante :

A(E1) = 2aa61 /2 (sirft=10; co$1 10, +sinft*10; cost~10,)de;
0

o €1 &+2 €1 €1+2
_a1a281[8<2, > )—i—B(Z, 5 )} (D.2)
. €1 &1+2
= 2a1a0€1B < > o )
La fonction B(X,y) est définie par :
¥ rr )
B(x, :2/ sitpcos* tpdp= =~~~ D.3
(xy)=2/ ® Q0= F iy (D-3)

ou la fonction classique ' est définie selon la formule d’Euler :

. nin?
FO) = 1. e

(D.4)

139



140 Annexe D : Superellipsoides : définitions complémentaires

Afin d’obtenir le volume de S3, une superellipsoide de dimension 3, nous allons d’abord écrire
I'expression d’un élément infinitésimal de volume dV. Laire de la tranche de la superellipsoide
a la coordonnée z s’écrit en fonction des parametres de la seconde superellipse E : I'élément
infinitésimal de volume dV s’écrit a partir de I'aire de la tranche de la superellipsoide a la coor-
donnée X3 :

dV = A(x3)dxg

0X3 (D-5)
=A(62)-——db
(62) 56,592
avec
6x3
= ageysint2 10, cosh, (D.6)
662
€1 &1+2
A(B2) = 2a(8,)b(62)e1B < 23 1; ) (D7)
ou
a(02) = a1 c0s20, (D.8)
b(82) =ap co$20, (D.9)
On obtient I'expression de dV :
2 .
dV = 2a;ara3€1€2B (821 81; ) co2t1g, sinf2=10,d0, (D.10)
Il vient ainsi le volume de S3:
V3 = /dV
2 .
— / 2a1a0a3€16,B (821 81; ) cof2t1g, sinf2=10,d0, (D.11)
1 €1+2 € 265+2
= 2aiapaze1€2B Bl =
12312(2 2)(27 2 )
Le résultat précédent se généralise au cas d’'une superellipsoide de dimension n :
n—1
Vh = 2an r!aisiB( sl+1) (D.12)
b 22

D.1.0.0.1 Fonction d’appartenance La fonction d’appartenance ¥, a une superellipsoide
Sh se définit a partir de I'équation implicite de sa surface. En deux dimensions, les coordonnées
d’une superellipse sont données par

oy x| [a1co$10; B
E]_(8|,e|) - |:X2} - |:a28in£1 91:| ’ el - [_T[7T[] (D.13)
On peut écrire :
2 2
(co$181)%1 + (sinf101)é = cos 01 + Sir 0, (D.14)
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il vient ainsi
2 2
X185 Xog
Aa a_q (D.15)
a1 A2
On peut écrire la fonction d’appartenance > telle que :
2 2
€ €
Fa(X1,%2) = X1+ + X" (D.16)

On peut alors établir les propriétés suivantes :
— si F2(Xg,X2) = L1 alors le point (Xg,X2) est un point de la courbe

— si F2(X1,X2) < 1 alors le point (X1,X2) est a I'intérieur de la superellipse
— si F2(Xg,%X2) > L alors le point (X1, X2) est a I'extérieur de la superellipse

Ces trois regles restent valables quelque soit la dimension considérée. Il nous faut maintenant

déterminer les fonctions d’appartenance aux superellipsoides en dimension n.

Considérons un point P en dimension n de coordonnées [X, ..., Xn]. La norme Ann associée a

la superellipsoide est obtenue par la relation de récurrence suivante

2 2

€ €

NAn2(X) = (%) T+ (;—i) !
2 %\ 5T
— K— 2K -

k() = (Ne-1) 5+ (%)
Si P est un point de la surface de la superellipsoide, on a alors :
/\nyn(X) - 1

En effet, on a:

n-1 Zgi

An2(X) = (co 0y +sin’ ;) l_L Ccost1 6,

i
La récurrence précédente nous donne :

n-1 2

Ank(X) = (COS 6y_1 + Sirf B_1) r’( cosk—1 6,

Il vient que pour K = n nous avons :

2

tn—2 Xn \ &n-1
Ann= (Ap_1)-1 4| —
n,n ( n 1) ( )

— coS 0 1 +SiMf6n 1
=1

Ainsi, nous pouvons établir la fonction d’appartenance 7, définie par :

Tn(x, a) = /\n7n, X, a E Rn

(D.17)

(D.18)

(D.19)
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Annexe E

Analyse par intervalles et inversion
ensembliste

E.1 Analyse par intervalles

Nous proposons ici une introduction a I'analyse par intervalles. On doit a Moore les premiers
développements de I'analyse par intervalles [Moore 1966]

Définition E.1 (Intervalles sur R)
Un intervalle, noté par x, est un ensemble connexe et borné de R qui se définit par :

x=[X,X"]={xeR|x <x<x"} (E.1)

Les bornes réelles X~ et X" sont respectivement les bornes inférieures et supérieures de x. Un
intervalle est dit dégénéré lorsque X~ = X'. Lensemble des intervalles de R est noté par IR .

Les opérations mathématiques élémentaires sont étendues aux intervalles. Le résultat d’'une
opération entre deux intervalles est un intervalle qui contient tous les résultats des opérations
entre les éléments des deux intervalles. Le résultat d’'une opération entre deux intervalles de
bornes finies est obtenu en travaillant uniquement sur leurs bornes.

Définition E.2 (Opérations élémentaires)
Soient x,y € IR,eto € {+,—,*,/}, alors :

xoy = {Xoy|x € x,y €y} (E.2)
La définition E.2 est valable pour toutes les opérations a I'exception de la division lorsque 0 € y.

Dans ce dernier cas, le résultat n’est pas un intervalle. Détaillons I'équation (E.2) pour les quatre
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opérations élémentaires :

X+y = X +y x4yt (E.3)

Xx—y = x —yT.xt—y~ (E.4)
xxy = [min(xy ,xyt,xy , xTy), ...

max(x"y~, X"y, Xy, xy")] (E.5)

x/y = xx1/yT,1/y",si0gy (E.6)

Nous pouvons aussi définir d’autres grandeurs caractéristiques d'un intervalle x € R :
— salargeur : w(x) =x" —x~ >0
— son milieu mid(x) = (X" +x7)/2
— sonrayonrad(x) = (xt —x7)/2>0

Définition E.3

Un vecteur d’intervalles (ou pavé), noté par X , se définit par :

X1
X=|: (E.7)

Xn

Les éléments du vecteur X appartiennent & IR . On note par IR" 'ensemble des vecteurs
d'intervalles de R".

On définit les fonctions élémentaires suivantes : soit X € IR", alors

la borne inférieure est : inf(x) = (X{,...,%;)"

la borne supérieure est : sSUpX) = (X, ..., xH)T

la largeur est : w(x) = maxX'_; (x| —x;)

le milieu est : mid(x) = (mid(xy), ..., mid(x,))"

Définissons maintenant I'image d’un vecteur d’intervalle par une application.

Définition E.4 (fonction d'inclusion)

Soit f : R" — R™ une fonction vectorielle contenant un nombre fini d’opérations arithmétiques
et de fonctions élémentaires {cos sin,log,...}. Une fonction d’inclusion de f , notée par f , est
une fonction de TR" dans IR™ vérifiant

F(x) = {f(X)x € X} SF(x) E8)

En général, la fonction d’inclusion n’est pas unique et dépend de la maniére dont f est exprimée.
On peut cependant définir la fonction d’'inclusion naturelle f de f qui s’obtient en remplacant
chaque variable réelle X; par sa variable correspondante x; et chaque opération arithmétique par
I'opération sur les intervalles équivalente. La fonction d'inclusion est minimale si f est continue
et que chaque variable n'apparait qu’une seule fois.

Exemple
On considére la méme fonction f écrite sous quatre formes différentes

f1(x) = x2+2x
fo(X) = Xx(x+2)
f3(X) = XX+2x
fax) = (x+1)2-1
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L'évaluation des fonctions d’inclusions naturelles de ces quatre expressions sur l'intervalle x =
—1,1 donne

fi(x) = x°+2x=[-23]
fa(x) = x(x+2)=[-3,3
f3(x) = xx+2x=[-3,3
fax) = (x+1)2-1=[-13

On remarque que la taille des intervalles, obtenus par le biais de ces quatre fonctions d’inclusion,
dépend de I'expression utilisée pour I'écriture de f. Comme f est continue, la fontion d’inclusion
naturelle minimale est f4 puisque X apparait une seule fois. Ainsi f4 permet de trouver le plus
petit intervalle contenant 'image de x. 0O

Posons un exemple classique issu de [Moore 1966] pour caractériser le phénomene dit d’en-
veloppement.

Exemple
On considére des rotations succesives d’'un pavé X = x; X xp a I'aide d’une rotation définie par
la matrice

_ [cose sine} E£.9)

—sinB coso
Une rotation du pavé X donne lieu a un rectangle de méme taille, tracé sur la figure E.1. La
représentation de ce rectangle par un pavé se fait en I'enveloppant par un autre rectangle dont
les cotés sont paralléles aux axes du repére. La rotation suivante de ce pavé dont la taille est plus
grande que celle du pavé initial donne lieu a un autre rectangle de méme taille. Sa représentation
par un pavé augmente sa taille. Par suite, la rotation successive d'un pavé génére une suite de
pavés de tailles croissantes alors que la rotation est une opération conservatrice. Afin de contrer
cet effet lors de la résolution de P; et P, la taille des pavés doit étre réduite. En effet, plus la
finesse des pavés sera grande, moins le pessimisme sera important. O

E.2 Inversion ensembliste par arithmétique d’intervalles

La définition d’'une région de I'espace répondant a un ensemble de contraintes est générale-
ment percue comme un probléme de satisfaction de contraintes.

Définition E.5 (Probleme de satisfaction de contraintes [Gr anvilliers & Benhamou 2007])
Soit un vecteur d'inconnus (X1, ...,Xn) € R", et soit un systéme de contraintes (C,X) défini par
un ensemble de contraintes ¢ = {C1,...,Cn.} €t un domaine X = x1 X ... X xn. Nous cherchons
un sous ensemble S de R" tel que :

G: fi(xq,....%) =0, i=1,...,s,
Cj:fj(Xe,..., %) <0, j=s+1,...,n (E.10)
X €X| l=1,...,n

Le jeu de contraintes C est constitué de fonctions généralement non linéaires et non nécéssaire-
ment différentiables.

Un tel probléme peut se réécrire sous la forme d’'un probléme d’inversion ensembliste.
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Définition E.6 (inversion ensembliste)
On souhaite résoudre I'équation :

f(x) ey,avecxe x CR")y € IR™ (E.11)
Lensemble S des solutions de (E.11) est donné par :
S={xex|f(x) ey} (E.12)
Cet ensemble peut-étre réécrit sous la forme suivante :
S=f"Yy)nx (E.13)

La caractérisation de I'ensemble X, pour le cas non linéaire, peut étre résolu de maniére garantie
par un algorithme d’'inversion ensembliste. Ce type d’algorithme branch-and-bound permet,
par partitionnement de I'ensemble initial de recherche, de trouver un encadrement lorsqu’au
moins une solution existe, de 'ensemble des solutions. On note respectivement par S et S I'en-
cadrement intérieur et I'encadrement extérieur de S tel que :

Scscs (E.14)

Donnons I'exemple de I'algorithme SIVIA [Jaulin & Walter 1993] :

SIVIA(Entrées : X , N ; Sorties : S, S)
1. Sif(x)Ny= @, alors rejeter x
2. Sif(x) Cy, alors S:=SuUX; S:=SUx
3. Siw(x) <n, alors S :=SUX
4. bissecter X en (X1,X2);

SIVIA(Entrées : X1, I; Sorties : S, S); SIVIA(Entrées : X» , N ; Sorties : S, S)

TaB. E.1 — Algorithme SIVIA

Lensembles des pavés B
AS =S\S

représente l'incertitude sur la caratérisation de I'ensemble solution S, il contient des pavés de
tailles plus petites que . Grace a I'utilisation de techniques branch-and-bound, ces algorithmes
sont connus pour étre numériguement complets i.e. aucune solution n’est perdue [Jaulin &
Walter 1993]. Leur complexité est exponentielle avec la dimension du probléme a résoudre
[Hansen 1992].

Pour améliorer ce type d’algorithme, des contracteurs sont régulierement utilisés afin de réduire
I'ensemble de recherche avant de bissecter [Hansen 1992, Neumaier 1990].
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Xo A

¥

X1

FiG. E.1 — Effets d’enveloppement pour 8 = —T11/4
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