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Résumé. Cette these porte sur I'application de techniques de controle
optimal et de controle géométrique au probleme de transfert d’orbite de
satellite et a la géométrie presque-riemannienne. Dans ces cas, le principe du
maximum de Pontryagin permet d’étudier le flot extrémal pour des systemes
de controle affines.

Dans le cas d’un satellite a faible poussée, la technique de moyennation
permet d’approcher les trajectoires du systeme réel. La moyennation est
explicite dans le cas de la minimisation de 1’énergie et fait apparaitre dans
certains cas des probléemes presque-riemanniens. L’étude géométrique de tels
problemes est généralisée par I'’étude de métriques sur la deux-sphere de
révolution. On peut classer ainsi les situations selon la transcendance des
solutions et discuter I'optimalité selon la nature des lieux de coupure et de
conjugaison.

L’étude du probleme moyenné du transfert orbital et de situations géné-
riques sur la sphere de révolution est motivée par I’approche homotopique
de résolution numérique du probleme de transfert pour d’autres fonctions
de cout. La méthode de continuation couplée a celle de tir simple est uti-
lisée pour résoudre des problemes de transfert a consommation minimale de
carburant.

Les outils géométriques sont aussi utilisés afin d’étudier la situation locale
dans un voisinage des points de tangence en géométrie presque-riemannienne
en dimension deux. On calcule pour les approximations nilpotente et d’ordre
zéro le front d’onde, les spheres de petits rayons et les lieux de coupure et
de conjugaison.

Mots-clés. Transfert orbital, controle optimal, moyennation, lanceurs, mé-
thode de tir, homotopie, géométrie presque-riemannienne, lieux de coupure
et de conjugaison, problemes riemanniens en deux dimensions.
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Abstract. In this thesis we focus on optimal control techniques as well as
geometric control techniques applied to the orbital transfer problem and to
almost-Riemannian geometry. In these cases, Pontryagin’s Maximum Prin-
ciple allows to analyse the extremal flow of affine control systems.

In the case of a satellite with low-thrust propulsion, averaging techniques
give an approximated system. Averaging is explicit in the energy minimiza-
tion case and is directly related to almost-riemannian problems. The geome-
tric analysis of such problems is generalized by the study of metrics on the
two-sphere of revolution. In this way it is possible to classify the situations
considering the transcendance of the solutions and to discuss the optimality
problem considering the cut locus and the conjugate locus.

The analysis of the averaged problem for the orbital transfer and of
generic situations on the two-dimensional sphere of revolution is motivated
by the homotopic approach to solve numerically the orbital transfer problem.
The homotopy method using simple shooting techniques is applied to solve
transfer problems minimizing the fuel consumption.

The geometric tools are also useful in the local analysis of tangency
points in two-dimensional almost-Riemannian geometry. In this framework,
we compute wavefronts, sphere of small radius and cut and conjugate loci.

Key words. Orbital transfer, optimal control, averaging, launch vehicule,
shooting method, homotopy, almost-Riemannian geometry, cut and conju-
gate loci, two-dimensional Riemannian problems.
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Introduction

Thémes et problématiques. Dans cette these, on se propose d’étudier
des applications de la théorie du controle optimal a des systéemes de controle
de dimension finie de la forme & = Fy(x) + Y u;F;(x). Ce type de systeme
apparalt naturellement dans de nombreux probléemes de mécanique, notam-
ment de mécanique spatiale. En particulier pour le probleme de transfert
d’orbite de satellite ou de lanceur la dynamique s’écrit comme 1’équation de

Kepler

mij = —pr

laf
perturbée par la poussée u du satellite. Les méthodes de controle, aussi bien
géométriques que numériques, utilisées dans ce cadre trouvent aussi des ap-
plications en géométrie sous-riemannienne et presque-riemannienne, définies
par des champs F; formant une base locale d’une distribution, par exemple
pour étudier des propriétés du flot et d’optimalité. Ces types de géométrie
se rencontrent dans de nombreux systemes physiques et des systemes issus
de la robotique ou la non-holonomie est un des principaux problémes.

Le principe du maximum de Pontryagin [41] appliqué au probléeme de
transfert orbital conduit a sélectionner les trajectoires optimales parmi une
famille de trajectoires dites extrémales, solutions d’un systéme hamiltonien
qui dépend de parametres. Les solutions sont calculées par une méthode de
tir, ce qui nécessite, contrairement aux méthodes d’optimisation dites di-
rectes, une analyse préliminaire fine des trajectoires extrémales pour initia-
liser le calcul tres sensible aux conditions initiales. Dans le cas des systemes
dépendant de parametres on peut pour initialiser ce calcul appliquer une
méthode de continuation ou d’homotopie : on résout le probleme pour un
jeu de parametres ol on sait par exemple calculer explicitement la trajec-
toire optimale, ce qui sert a initialiser la continuation. Le cadre de la propul-
sion électro-ionique de véhicules spatiaux, ou la poussée est faible (poussée
maximale inférieure & 10~! newtons), illustré par de récentes missions spa-
tiales comme SMART-1 [30] de 'ESA!, est un exemple d’application pour
lequel on peut approcher le systéme par des techniques classiques de moyen-
nation [29]. On consideére alors le mouvement moyenné par rapport a la

!European Space Agency
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longitude cumulée qui décrit ’évolution séculaire de 1’ellipse osculatrice et
non I’évolution de la position du véhicule, le nombre de révolutions étant
tres élevé. Dans certains cas particuliers, la moyennation met en relation le
probleme de transfert et des problemes presque-riemanniens sur la sphere 52
de révolution et on obtient des systemes intégrables pour lesquels on peut
calculer explicitement les trajectoire.

Sur le plan numérique, plusieurs algorithmes et codes ont été écrits dans
le cadre d’applications et on a notamment repris dans cette these les pro-
grammes Mfmax [37] et cotcot [16] qui s’appuient sur la structure hamil-
tonienne des problemes de controle et les techniques de tir et d’homotopie.
Différents exemples illustrent leur fonctionnement, aussi bien sur le transfert
d’orbite qu’en géométrie sous-riemannienne.

Dans ce dernier cas, les problématiques sont cependant différentes. En
particulier, la moyennation du probleme de transfert d’orbite fait apparaitre
des exemples de métriques de la forme dp? + G(¢)d6? sur la deux-sphere de
révolution dont les propriétés, notamment de symétrie, permettent I’'étude
des lieux de conjugaison et de coupure. Dans le cas ou ces métriques peuvent
présenter des singularités, on se place dans le cadre presque-riemannien.

Ce type d’études se place dans la continuité de theses faites a I'EN-
SEEIHT? (entre autres [36], [21]) et de travaux effectués en partenariat
entre I’équipe APO de 'IRIT? & Toulouse et 'IMB* & Dijon depuis quelques
années. Le travail a été a ’origine essentiellement numérique avec le dévelop-
pement d’algorithmes sur le probleme du transfert orbital. Ces travaux sont
ensuite complétés par une approche géométrique qui apporte une meilleure
compréhension du probleme mais qui est aussi fondamentale pour assurer la
convergence des algorithmes et qui fait le lien entre le transfert d’orbite et
d’autres themes du controle géométrique et d’analyse des systemes.

Contributions. FEn ce qui concerne 'application du principe du maximum
de Pontryagin au probleme de transfert d’orbite, les contributions de cette
these s’appuient sur article [20] et une étude commandée par le CNES?.
Dans la collaboration [20] avec B. Bonnard, on poursuit le développement
de T'approche de [10] et [11] due a B. Bonnard et J.-B. Caillau sur la
moyennation, notamment avec les calculs de moyennation dans les cas ra-
dial et orthoradial et ’analyse de métriques correspondant aux hamilto-
niens moyennés, analyses complétées par la suite. En particulier, une étude
numérique permet de conclure sur l’existence de points conjugués dans le
cas orthoradial. On expose aussi les calculs de moyennation dans le cas

2Ecole nationale supérieure d’électrotechnique, d’électronique, d’informatique, d’hydro-
lique et des télécommunications

3 Algorithmes paralleles et optimisation & Dinstitut de recherche en informatique de
Toulouse, UMR CNRS 5055

*Institut de mathématiques de Bourgogne, UMR CNRS 5584

5Centre national d’études spatiales
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non-coplanaire qui conduit a un probléme sous-riemannien pour la poussée
hors-plan.

Le rapport [23] en collaboration avec J.-B. Caillau et J. Gergaud présente
les résultats d’une étude réalisée dans le cadre du consortium OPALES.
Ils sont présentés dans cette these et concernent la maximisation de la
masse finale. En particulier on met en évidence l'efficacité de la détection
d’événements pour l'intégrateur de Mfmax au cours de I’homotopie dans le
cadre de la poussée faible, les limites de ’homotopie pour la poussée forte
et la résolution d’un probleme a forte poussée avec plusieurs rallumages.

Les contributions de la thése dans le domaine de la géométrie presque-
riemannienne sont présentées aux chapitres 4 et 5 en reprenant respecti-
vement des travaux en cours sur le domaine d’injectivité de l'ellipsoide de
révolution oblate et une collaboration avec B. Bonnard, G. Charlot et R.
Ghezzi.

L’analyse de métriques sur la deux-sphere de révolution au chapitre 4
est issue d’une étude en cours [13] et est notamment complétée ici par le
paramétrage des géodésiques dans des cas issus du transfert d’orbite et des
calculs numériques pour l'intégration et I’étude de 'application premier re-
tour.

L’article [18] a paraitre traite des points de tangence en géométrie presque-
riemannienne et on présente dans cette theése les principaux résultats. Ce
type de travail est a 'origine motivé par [2] qui concerne des extensions du
théoreme de Gauss-Bonnet. L’approche ici est un peu différente avec les cal-
culs d’estimés de ’application exponentielle et de spheres pour la description
des lieux de conjugaison et de coupure.

Plan de la thése. Ce mémoire est organisé de la facon suivante.

Le chapitre 1 introduit la problématique du transfert d’orbite de véhicule
spatial et la mise sous forme de probleme de controle optimal. Pour cela on
expose rapidement les équations de la dynamiques, les différents cotlits en
jeu et le cadre géométrique du principe du maximum de Pontryagin, résultat
central de la théorie.

Le chapitre 2 traite du probleme moyenné dans le cadre de la poussée
faible. On approche le probleme de transfert au moyen de techniques de
moyennation. On se place dans le cas particulier de ’énergie minimale dans
le cas planaire auquel on applique le principe du maximum de Pontryagin.
Cette étude est couplée a une analyse géométrique de formes normales de
métriques riemanniennes apparaissant avec la moyennation. La moyennation
est ensuite étendue au cas tri-dimensionnel.

5Optimisation et applications aux lanceurs européens, consortium CNES /Institut na-
tional de recherche en informatique et automatique/Office national d’études et de re-
cherches aérospatiales
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Dans le chapitre 3, des exemples de résolution numérique de probleme
de transfert avec maximisation de la masse finale illustrent la continuation
et les difficultés d’ordre numérique qui peuvent apparaitre dans ce contexte.
On utilise en particulier une adaptation du code Mfmax a faible poussée avec
détection d’événements et une approche multi-arcs pour un transfert a forte
poussée avec rallumages.

Le chapitre 4 propose I'étude de métriques presque-riemanniennes de
la forme dy? + G(¢)df? sur la deux-sphere de révolution. On détaille en
particulier la géométrie associée, la discution du probleme d’optimalité et
les calculs d’intégrations dans différents cas. Ce genre de situation apparait
naturellement dans le cadre de la moyennation du chapitre 2 et fait le lien
avec le chapitre 5.

Enfin, le chapitre 5 expose une étude locale des points dits de tangence
en géométrie presque-riemannienne en dimension deux qui est rapprochée
de cas de géométrie sous-riemannienne. On applique aux points de tangence
des techniques de controle optimal pour ’analyse des lieux de coupure et de
conjugaison et des spheres de petit rayon.

14
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Chapitre 1

Transfert d’orbite de
véhicule spatial et controle
optimal

Résumé. Dans ce chapitre, on présente d’abord des généralités sur le
probleme de transfert d’orbite de satellite, sa modélisation et les équations
de la dynamique. On décrit ensuite rapidement les techniques d’homotopie
qui sont aussi importantes d’un point de vue analytique que numérique.
Enfin, on introduit le cadre géométrique dans lequel le probleme de trans-
fert d’orbite s’inscrit a 'aide du formalisme du principe du maximum de
Pontryagin.

1.1 Formulation générale

Le transfert d’orbite d’un véhicule spatial est un probleme qui se pose
naturellement aux industriels de I’astronautique et trouve ses origines des le
début de la conquéte de ’espace.

Il se pose de fagon tres générale en les termes suivants. Etant donné un
véhicule soumis a la force gravitationnelle d’un seul corps, parmi toutes les
trajectoires possibles, quelles sont celles qui, entre deux points donnés, mini-
misent un certain cott ? Le développement de 'industrie spatiale a partir de
la moitié du vingtiéme siecle montre a quel point 1’étude de ce genre de ques-
tion est importante et justifie le développement de méthodes mathématiques
pour l'analyse d’un tel probleme.

De fagon plus pratique, on peut poser le probleme d’optimisation de la
fagon suivante. Etant donné un satellite en orbite autour de la Terre muni
de moteurs, satellite qu’on souhaite transférer d’un point (ot par exemple
il a été laché par un lanceur) & un autre (ou par exemple le satellite est
opérationnel), & quels moments doit-on mettre en marche ces moteurs, dans
quelle direction et avec quelle intensité doit se faire la poussée afin d’effec-

15
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tuer ce transfert en minimisant une fonction de cout (par exemple en mi-
nimisant la masse de carburant consommée)? On comprend aisément que
I’étude du probleme peut fortement varier en fonction du type de situation
(type d’engin spatial, type de moteur, autres contraintes industrielles, cott
a minimiser, type de frottements, modification du champ de pesanteur, etc.)
méme si la formulation reste la méme.

On se propose donc par la suite de formaliser plus précisément et d’intro-
duire les outils mathématiques adaptés a I’étude de cette classe de problemes
d’optimisation.

1.2 Systeme considéré

Le systeme considéré est un véhicule spatial dans le champ de gravitation
d’une planete, sa masse est tres faible par rapport a celle qui engendre
I’attraction et on ne considére pas le cas d’attractions multiples comme
dans le cas d’un transfert Terre-Lune (probléme des trois corps). Les forces
de frottements, qui peuvent étre importantes par exemple & basse altitude,
sont négligées. En outre on considere le véhicule comme ponctuel et non
orienté, ce qui est une approximation faible pour un satellite de petite taille
par exemple.

Pour décrire le systeme, on cherche a déterminer son état x pour connaitre
en fonction du temps sa position, sa vitesse et sa masse. En particulier,
en se plagant dans un référentiel géocentré, x est donné en coordonnées
cartésiennes par x = (g, ¢, m) ou q est la position, ¢ la vitesse et m la masse
du véhicule.

1.3 Poussée et contraintes

Le véhicule spatial dont on considére le mouvement est équipé de mo-
teurs. Les contraintes technologiques sont nombreuses, les différents moteurs
aussi. En général, les poussées sont faibles et ne sont pas comparables a celles
de lanceurs pour de petits engins spatiaux comme un satellite.

Parmi les différents types de propulsion, la propulsion dite électro-ionique
est particulierement intéressante pour les études qui vont suivre. Le fonction-
nement des moteurs électro-ioniques est fondé sur 'effet Hall. Ces moteurs
présentent de nombreux avantages pour étre utilisés sur des véhicules spa-
tiaux. Les exemples les plus connus de mission utilisant cette technologie
sont les missions Deep Space 1 de la NASA® et SMART-1 de 1’Agence spa-
tiale européenne. Lors de la mission SMART-1 [30], le carburant utilisé fut
le xénon. Le propulsion électro-ionique a comme avantage principal son ren-
dement qui est plus élevé que la propulsion solide ou liquide, mais elle est

!'National Aeronautics and Space Administration
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aussi beaucoup plus faible (entre 1073 et 10~! newtons). Dans ce cadre, le
nombre de révolutions pour atteindre la cible est tres élevé et ceci motive
les études au chapitre 2 avec 'utilisation de la moyennation.

La question du transfert d’orbite se pose aussi pour les étages supérieurs
de lanceurs dans ’exosphére dont les forces de poussée peuvent étre beau-
coup plus importantes puisqu’engendrées par des moteurs a ergols. On s’in-
téresse au chapitre 3 & un systeme de ce type avec des poussées de 'ordre
de 1 a 100 kN.

Une autre contrainte importante concernant la poussée est sa direction.
Les moteurs sur le véhicule spatial a un instant donné sont en effet dans une
certaine position et ne sont pas forcément orientables a souhait. Cependant
le controle d’attitude du satellite permet de ’orienter et en pratique on peut
souvent controler la direction de poussée. Lorsque ce n’est pas possible, on
parle de contraintes de cone sur la direction si la poussée reste dans un
certain cone et si des directions ne sont pas atteignables.

1.4 Equations de la dynamique

1.4.1 Mouvement libre

Le systeme est soumis a la force gravitationnelle ainsi qu’aux forces de
poussée des moteurs. Pour une poussée nulle (cas du mouvement libre), sa
masse reste constante et la trajectoire est solution de [’équation de Kepler,
qui vient d’un principe fondamental de la dynamique,

q

ou M est la masse générant le champ de gravitation et K la constante de

gravitation universelle?. On note aussi u = KM et I’équation s’écrit de facon
normalisée en reparametrant le temps

PR
lq[?

En considérant = = (g, ), elle s’écrit aussi & = Fy(z) ou le champ de vecteurs
de la dérive Fj est donnée en coordonnées cartésiennes

0 q O
Fo=q+— — pi= 5=
dq  lal* 9q

Le moment cinétique du systeme C' = mq A ¢ est une intégrale premiere

du mouvement dans le cas d’'un champ a force centrale. Lorsque C' = 0,

on dit que la condition de collision est vérifiée, sinon le mouvement se fait

2K = 6,67428(67) x 107" dans les unités ST
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dans un plan et les formules de Binet suivantes permettent d’établir que les
trajectoires libres sont des ellipses si I’énergie mécanique
By = Lmg? — B
2 lql
est négative (premiere loi de Kepler).

On se place dans le plan du mouvement, orthogonal a C'. En utilisant
les coordonnées polaires, la position d’un véhicule spatial est ¢ = re, avec
r = |q|. On obtient en dérivant vitesse et accélération ¢ = r7e, + r fes, G =
(7 —1f2)er+ (27 f +1f)es, avec f la coordonnée angulaire ou anomalie vraie.
Le champ de gravité est a force centrale, ce qui implique 27 f +r f =0 et
donc 72f = ¢ ol ¢ est la constante des aires (deuxiéme loi de Kepler). On
considere la fonction u(f) = 1/r. Le calcul donne (formules de Binet)

1
q = —é€,
U
g = —cue + cues,
i = —cuPW + e,

qui doit étre rapproché de 1’équation de Kepler (1.1) § = —pu?e;. La fonction
u vérifie donc 'équation différentielle suivante u” + u = pu/c?. Par identi-
fication et définitions classiques du demi-grand axe a et de l’exentricité e,
rappelées plus loin, on obtient facilement que

a(l —e?)

= ‘e 1.2
e 1+ecosf€ (1.2)

qui est I’équation d’une ellipse (E,, < 0 et |e] < 1) en coordonnées polaires.
La dérivée donne

De la constante des aires et de la conservation de 1’énergie mécanique
mlv|?  um
2 r’

on tire
(14 ecos f)*
a3(l—e?)3

et finalement ’expression de la vitesse en fonction de a, € et f

=

q= m(esinfer + (1 4 ecos f)es).

On montre de facon équivalente la premiere loi de Kepler grace a une
autre intégrale premieére vectorielle : [’intégrale de Laplace (ou vecteur de
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Runge-Lenz) L = mg A C — mugq/|q|. On a en effet pour le produit scalaire
L.q = |L||q|cos f = mq.(¢ A C) — mul|q| = C? — mulq|, ce qui redonne
I’équation (1.2) avec 'excentricité

_ 1zl

mu
et le parametre
CQ
mp
L’intégrale de Laplace est en outre reliée a I’énergie mécanique par la relation
suivante :

pP=

02
L = m*® +m?gACP? —2mu—
lq]
CZ
= m?u® +m?|§*C? - ZmMH
= m?u® + 2mC*E,,.
Ceci conduit & la relation mu?(1 — e?) = —2C?E,, qui traduit le fait que la

trajectoire est une ellipse pour E,, < 0.

Définition 1. On appelle domaine elliptique 3. = {(q,q), Em < 0,C # 0}
I’ensemble des états du véhicule spatial pour lesquels sa trajectoire libre est
une ellipse.

Dans la suite, on se place toujours dans le domaine elliptique. En particu-
lier, grace a un changement de coordonnées classique (cf. [19] par exemple),
on peut décrire I’état du systéme en se donnant [’ellipse osculatrice £ (el
lipse qui est la trajectoire périodique du systéme libre) et la position du
véhicule spatial sur cette ellipse. Ces nouvelles coordonnées (a,e,8,7,,1)
sont appelées éléments orbitauz classiques.

On considere un repere géocentré (X,Y, Z). Les trois éléments orbitaux
(0,1,Q) sont les angles d’Euler définissant les rotations entre (X,Y, Z) et le
repere (Xg, Ye, Zg) ou Xg donne le grand axe (ou axe focal), Yg la direction
du petit axe et Z¢ est la direction orthogonale au plan de £. Plus précisément
on a les définitions suivantes.

— On appelle ligne des noeuds la droite intersection du plan équatorial
(X,Y) et du plan osculateur (contenant £). Elle coupe lellipse orientée
en deux points : le noeud ascendant et le noeud descendant. La longi-
tude du noeud ascendant € est I’angle représentant le noeud ascendant.

— L’inclinaison © est 'angle entre le plan équatorial et le plan osculateur.

— L’argument du périgée 6 est 'angle entre le noeud ascendant et le
périgée de &, il indique 'angle entre le ligne des noeuds et ’axe focal.

La forme de £ est donnée par les éléments a et e.
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— Le demi-grand aze de &€ est noté a.
— L’excentricité e est comprise entre 0 et 1, une excentricité nulle cor-
respondant & un cercle. On définit aussi le paramétre P = a(1 — €?).
Enfin la position du véhicule spatial sur £ est repérée par 'angle [.
— La longitude vraie est | = Q + 0 + f, ou l’anomalie vraie f est 'angle
entre le périgée et la position du véhicule sur €.
On utilise aussi souvent les éléments modifiés suivants e, = ecos(6 + ),
ey = esin(0+Q), hy = tan(i/2) cos 2, hy = tan(i/2)sin Q, a la place de Q, 1,
0, e coordonnées singulieres pour des ellipses circulaires ou équatoriales. Les
équations du mouvement libre dans ces coordonnées sont particulierement
simples puisque a, e, 0, i et ) sont des intégrales premieres du mouvement
et en notant = = (a,e,6,i7,Q) on a £ = 0. On a en outre

. dl w?
= — =/ _
at -~ V¥ < P > ’
avec W =1+ ez cosl + ey sinl qui donne la pulsation libre.

1.4.2 Mouvement controlé

Un véhicule spatial muni de moteurs est soumis aux équations du mou-
vement controlé qui sont les équations du mouvement libre perturbées par
les forces de poussée ou controle. En notant ces dernieres u, qu’on appelle
aussi controle, un bilan des forces s’appliquant au systeme modifie I’équation
(1.1) en 'équation de Kepler controlée

. q U
=—prm+—
q> ~ m
ou encore de fagon normalisée
.. q U
¢q=—735+—.
lql* = m

La poussée u est décomposée dans un repere orthonormé u = (uq,uz,us)
attaché au véhicule et en notant pour les champs de vecteurs correspondants
(Fy, Fy, F3) on écrit

3
. q u; F;(q)
= . 1.3

q* = m (1:3)

Outre le repere cartésien (X, Y, Z), d’autres reperes classiques seront utilisés
par la suite comme
— le repére radial /orthoradial pour lequel les champs correspondants sont
notés (Fy, For, Ft), avec
_ 99
Y lglog’
(Fy, For) formant un repere orthonormé dans le plan osculateur et F,
est normal a ce plan;
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— le repére tangentiel/normal ou comme son nom l'indique les champs
correspondants (Fy, Fi, F) sont définis par

_ 49
41 9¢
suivant la direction tangentielle au mouvement et F}, formant un repére
orthonormé dans le plan osculateur.

En considérant 1'état donné par les éléments modifiés © = (P, ey, ey,

ha, hy) et | et en décomposant u = (uy, Uor, uc) dans le repeére radial/ortho-
radial, I’équation (1.3) devient

Fy

po L2

ey = %Plﬂ <sinlu]r + (cosl + (M{VCOSZ) Uor — Zw/eyuc) ,

€y = %PUQ (— cos lu, + <sinl + ey4{—/V51nl> Uor + Zvvewuc> ,

he = %Plﬂc;iv([)fluc, (1.4)

Z == gO(lam) —l—gl(l,m,u),
avec les notations Z = h,sinl — hycosl, C =1+ h2 + hi,

2
go(l,z) = %
et
Z
WUC.

Le systéeme précédent s’écrit de facon équivalente dans le repere tan-
gentiel /normal de la fagon suivante. Le controle est décomposé selon u =
(un, ut, uc) et on considere dans ce cas le demi-grand axe a a la place de la
coordonnée P pour obtenir :

1
g1(l,x,u) = —pl/2
m

) 2 a2
@ T A
. 1424 (2(% +eos)W  2egeycosl —sinl(ed — e) + 2ey +sinl
T W B i B
—al/MiAey(hm sinl — hy cosl)uc,
) 1 al/24 2(ey + sin )W 2eze,sinl + cosl(e? — 65) 4 2e; + cosl
VT W ( I B
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al/2A
w
hz = ;alfwilccosluc,
1 a'2AC
m 2w
I = goll,z)+gi(l,z,u),

avec A= /1 —e2—e2, B= \/1+26Icosl+26ysinl+e§+ez,et les fonc-

tions gg et g1 exprimées en fonction de a :

ez (hgsinl — hy cosl)uc,

hy =

sin lu.,

W2
90(5733) = m;
(o) — 1a'%AZ
gilt, T, u - m W Uc.

1.4.3 Equation de variation de la masse

On montre en utilisant un modele simple en premiere approximation
que la variation de masse m est proportionnelle a la poussée exercée par
le moteur. Il suffit pour cela d’appliquer le principe de conservation de la
quantité de mouvement : pour l’ensemble de masse m ”véhicule et masse
éjectée”, de vitesse v = ¢, si on néglige les forces de frottement, 'impulsion
p = mq se conserve, i.e. p = 0. Si on considere ’éjection d’une masse dm
a une vitesse (constante) v, d’un véhicule gagnant ainsi une vitesse dv, la
conservation de p s’écrit :

(m —om)(v + dv) + 0m(ve + v + dv) = mo.

Ceci donne alors mdév = —dmu,, et pour des accroissements infinitésimaux
mv = —1wve. La variation de masse est alors liée a la poussé u par la relation
de proportionnalité
1
m=——/ul. (1.6)
|ve|

On définit au passage I'lgy, l'impulsion spécifique, caractéristique du moteur,
par Isp, = |ve|/g, ol g est le coefficient d’accélération de pesanteur.

1.5 Criteres de minimisation

1.5.1 Critere de temps minimal

Ce critere correspond a la recherche d’une solution des équations de la
dynamique qui en plus minimise le temps de transfert. La donnée de ce temps
minimal ¢ ¢,;, est tres importante puisqu’elle indique simplement qu’en un
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temps inférieur le transfert n’est pas possible. En outre, on cherche dans
certaines missions a rendre le véhicule spatial opérationnel tres rapidement
voire le plus rapidement possible et une solution sera donnée en utilisant ce
critére qui s’écrit

ty — min

ou encore sous forme intégrale, avec tg le temps initial,

tr
/ d¢ — min.
to

1.5.2 Critére de consommation minimale de carburant

Le critere de consommation minimale de carburant est un critére tres
utilisé en pratique dans l'industrie spatiale, quel que soit le véhicule utilisé
et le déplacement effectué. Minimiser le carburant permet en effet d’allonger
la durée de vie de satellites ou d’augmenter la charge utile de lanceurs.

Il est équivalent au critere de maximisation de la masse finale du véhicule.
Si on cherche & minimiser la différence entre les masses finale et initiale

my tf
mf—mo—/ dm = mdt,
mo to

ol mg et my sont respectivement la masse initiale et la masse finale, le
critere
my — my — min

peut étre remplacé de facon équivalente par le critére suivant (dit L) :
ty
/ (| dt — min
to

en utilisant la relation (1.6). On utilisera ce critere dans I’étude au chapitre 3.

1.5.3 Critere d’énergie minimale

Le critere de minimisation de 1’énergie s’exprime

¢
/f lu? dt — min, (1.7)
to

I’énergie étant la norme ||.||2 de la fonction de controle. Cette notion se
généralise facilement en considérant la norme LF, 1 < k < 2, utile par
exemple pour I'homotopie (cf. le paragraphe suivant) entre 1’énergie mini-
male et la consommation minimale. Un autre critere paramétré (utilisé au
chapitre 3 utile dans le cas d’une homotopie L?-L' est donné par

tr
/ MNul + (1 — N\)|uf* dt — min.
t

0
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Le probleme L2, bien que n’ayant pas de signification physique, présente
de nombreux avantages a cause de sa régularité et il permet notamment
la réduction du systeme avec l'application des techniques de moyennation
comme expliqué au chapitre 2.

1.6 Méthode de continuation

Le principe de la méthode est le suivant. Soit A € [0, 1] un parametre réel,
appelé parameétre homotopique, on considere un ensemble de problemes d’op-
timisation noté (P, ), paramétrés par A. On cherche a résoudre un probléme
particulier, par exemple P71, qui est une déformation d’autres problemes Py,
A # 1 a priori plus simples & résoudre, en utilisant des déformations de
solutions de ces problemes.

Plus précisément, on suppose que les problemes P, consistent a trouver
un zéro de fonction, on suppose résolu le probleme Py et on considére une
subdivision 0 = A} < A2 < ... < A, = 1 de [0,1], n € N. On cherche a
résoudre ensuite Py, en utilisant la solution de Py comme donnée initiale.
Ainsi a chaque étape on résout P, grace a la solution de Py, , jusqu’a
k=n.

La premiere difficulté réside dans la construction de I’homotopie et de la
famille (Py)y car il faut de bonnes connaissances a priori sur les différents
Px. Pour que la méthode puisse converger, il faut que les problemes dépen-
dent continiment du parametre homotopique et il faut pouvoir résoudre en
un temps raisonnable le probleme initial Py. En outre, le choix de la subdi-
vision (\g)g est difficile et on parle d’homotopie discréte lorsqu’elle est fixée
a 'avance. Une alternative plus fine consiste & adapter automatiquement le
pas A\p — Ap_1 : c’est ’homotopie différentielle. La difficulté de ’application
numérique n’est pas a négliger, il faut pouvoir trouver un zéro de fonction
a chaque itération jusqu’a la derniere. La méthode se généralise facilement
4 un parametre A € [0,1]V, N € N si les problemes dépendent de plusieurs
parametres.

Cette méthode motive 'utilisation de techniques de moyennation ap-
pliquées au transfert utilisées au chapitre 2. L’analyse des systémes moyennés
permet une compréhension plus fine du probléme de transfert et leur résolu-
tion plus simple dans certains cas permet par continuation de résoudre des
problemes plus complexes comme ceux de la minimisation du temps ou de
la consommation. Des homotopies apparaissent en outre de facon naturelle
dans I’étude, sur des spheres de révolutions, de formes normales de métriques
issues des systéemes moyennés. On verra enfin des exemples d’utilisation de
continuations au chapitre 3 et leur mise en oeuvre numérique pour résoudre
des problemes de transfert orbital. Dans ce cas d’étude, des homotopies sur
le critere de minimisation ainsi que sur les conditions initiales et des pa-
rametres du probléeme sont utilisées.
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En pratique, l'algorithme HOMPACK90 [48] qui permet la résolution de
probleme de suivi de chemin de zéros est implémenté dans le code Mfmax
[37] utilisé.

1.7 Probléme de controle

Selon les développements précédents, le probleme de transfert d’orbite de
véhicule spatial s’écrit donc naturellement comme un probleme de contréle
avec un critere sous forme de Lagrange

ty

fO(z,u)dt — min,
to

sous les contraintes
& = f(z,u),t € to,tf] p-p.,
u(t) € U C R?,
x(to) = o,
x(ty) = xy,
u € L2([to, t7], R?),

avec les notations suivantes : f9 est la fonction de colit comme au para-
graphe 1.5, f décrit la dynamique comme aux paragraphes 1.4.2 et 1.4.3 et
U représente les contraintes sur les directions et les bornes de la poussée.

Le probleme étant ainsi formulé, le principe du maximum suivant s’ap-
plique naturellement.

1.8 Principe du maximum de Pontryagin

1.8.1 Enoncé

Dans ce paragraphe, on présente le résultat central de la théorie du
controle optimal (voir par exemple [41]) qui servira de base aux chapitres
suivants.

On considére un systeéme controlé (sans contrainte sur ’état) de dimen-
sion n écrit en coordonnées locales & = f(z,u), ou f : R” x R™ — R" est
de classe C*.

Remarque 1. D’apres le théoreme de Carathéodory, si f est une fonction
lipschitzienne et u(t) est connu, alors a condition initiale fixée le systeme
& = f(x,u(t)) a une solution unique.
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L’ensemble U des contréles admissibles est 'ensemble des applications
mesurables bornées a valeurs dans un domaine de contréle U C R™. Soient
des variétés lisses My et M7 sous-ensembles de R™ définissant les conditions
aux limites et on ne considere, avec un temps final fixé, que le cas d’un cout
a minimiser exprimé sous forme de Lagrange

iy
; FOx(t), u(t))dt.

On forme alors le pseudo-hamiltonien qui est une fonction de R™ x (R™)* x
R™ dans R.

H(z,p,u) =p°fO(z,u)+ < p, f(z,u) >

ol p est l’état adjoint. On pose

M — H
(z,p) max (z,p,v)

et on formule le principe du maximum de Pontryagin comme condition
nécessaire d’optimalité.

Théoréme 1. Soit u optimal pour le probléme de contréle précédent. Alors
il existe un couple non trivial (p°,p) € R™ sur [0,tf] tel que p° < 0 et
p €[0,t7] — (R™)* et que les équations de Hamilton sont satisfaites

B0 = (@(t)plt), (o),
50) = S (o), p(0), ), (1.9

et avec la condition de mazimisation H(x(t),p(t),u(t)) = M(x(t),p(t)) qui
est constant presque partout sur Uintervalle [0,t¢]. En outre le vecteur ad-

joint vérifie les conditions aux limites appelées conditions de transversalité
p(0) L TpoyMo et p(ty) L T,y M.

La définition suivante est importante.

Définition 2. On appelle extrémale un triplet (x,p,u) qui est solution du
systéeme hamiltonien (1.8) et qui vérifie la condition de maximisation. En
outre si les conditions de transversalité sont vérifiées, I’extrémale est qualifiée
de BC-extrémale.

Une extrémale est solution du systeme hamiltonien noté

avec z = (z,p).
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1.8.2 Application au probleme de I’énergie minimale pour
un systeme affine

On applique le théoreme précédent a un systeme de controle affine de la
forme

&= Fo(z) + > uFi(x),
=1

pour le critere (1.7). C’est la situation rencontrée par la suite. Le pseudo-
hamiltonien s’écrit

m m
H(z,p,u) =p° Y ui+ <p Fo(z) >+ _u; <p,F(z) >
=1 =1

avec p¥ < 0. Dans le cas ol p° < 0 on peut normaliser le hamiltonien avec

p’ = —1/2. La condition de maximisation du pseudo-hamiltonien sur un
ouvert est donnée par
OH (z,p,u) _o
ou

ce qui conduit a
Vi € {1, ...,m},ui =<p, Fl(éﬂ) >= H;,.

Le hamiltonien maximisé s’écrit alors

1 m
H(z,p) =< p, Fo(z) > +3 Z;Hf

27



Controéle optimal et applications

28




tel-00633197, version 2 - 5 Dec 2011

Chapitre 2

Transfert d’orbite de satellite
a poussée faible et
moyennation pour I’énergie
minimale

Résumé. Ce chapitre a pour objet I'application de techniques classiques
de moyennation, issues des systemes dynamiques, au probleme de transfert
d’orbite a poussée faible en énergie minimale. On présente rapidement le
modele et les méthodes de moyennation qui sont ensuite appliquées dans
différents cas, coplanaire bientrée et monoentrée et tridimensionnel. Pour
cela on introduit un petit parametre qui est pour la poussée faible I'inverse
de la longitude finale, le nombre de révolutions étant élevé. La moyennation
est explicite et les calculs et analyses des articles [20] et [11] conduisent a
faire le lien entre le probleme de contréle et des problemes riemanniens via
le calcul et ’étude de métriques riemanniennes sous forme normale.

2.1 Motivation

La méthode de moyennation décrite au paragraphe 2.2 s’applique tres
bien au probléeme de transfert d’orbite dans le cadre de la poussée faible. Elle
permet d’en approcher les solutions en supprimant les effets oscillatoires de la
variable dite rapide [ (la longitude) pour étudier le mouvement moyenné et,
dans le cas du probleme de transfert coplanaire bientrée avec minimisation
de I’énergie, on peut le résoudre analytiquement. Dans tous les cas le systeme
approché est beaucoup plus facile & résoudre numériquement et on parvient a
une représentation de chaque systeme dans un systeme uniforme et adapté
de coordonnées. On peut donc se servir des solutions moyennées comme
point de départ pour résoudre numériquement le probleme initial ou essayer
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de construire une continuation entre un probléme moyenné (par exemple le
probleme plan L?) et un probléme plus difficile.

2.2 Meéthode de moyennation

La méthode de moyennation (voir par exemple [6] et [35]) est particuliere-
ment efficace dans le cas d’équations différentielles au caractere oscillatoire.
Dans notre cadre, on 'applique directement au systeme optimal déduit du
principe du maximum de Pontryagin.

D’apres les résultats classiques pour la moyennation, le systéeme moyenné
donne une approximation des véritables solutions. Soit 17 un petit parametre.
On considere le systeme hamiltonien

% = ﬁ(z, I,nl)

sur le I'intervalle [ € [0,17] ou [ est une variable 27 périodique dite variable
rapide, ou rapidement oscillante, et s = nl est la variable lente. On se place
dans le cas ou [ est grand par rapport a 27 et n = 1/I; est donc considéré
comme un petit parametre. On cherche a comparer les trajectoires de Ha
leur comportement moyen. Selon le principe du maximum de Pontryagin, les
extrémales sont les courbes intégrales du hamiltonien et le systéeme moyenné
décrit I’évolution du premier terme dans le développement asymptotique des
extrémales :

z(l,8) = zo(s) + nz1(l, 8) + ...

ou toutes les fonctions z;, i € N sont 27 périodiques en la variable rapide [.
Plus précisément on compare les solutions z, de

d
& =HG ) s 0]

lorsque n tend vers 0 a celles du systeme

dz 1 [*
—_— = H(z 1].
ds 27 J, (z,1,s)dl, s€0,1]

On a alors convergence uniforme de z, vers z lorsque n — 0 sur l'intervalle
[0, 1].

On a en outre des estimations supplémentaires sur le controle dans [17]
dans le cadre de problemes sous-riemanniens périodiques. L’implémentation
pratique consiste a remplacer dans le contréle obtenu via le principe du
maximum les variables lentes par leurs valeurs moyennées.
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2.3 Modélisation en dimension deux

On reprend dans ce paragraphe et les suivants la modélisation et les
résultats de 'article [20] et de [11] sur les systémes bientrée et monoentrée
en dimension deux.

La modélisation est la suivante. On considere un engin spatial en orbite
autour d’une planéte, son mouvement est décrit par une équation différentielle
en dimension quatre paramétrée par le controle u (dérivant de 1’équation de
Kepler contrélée normalisée § = —q/|q|® +u) qui est directement le systeme
(1.4) out u. = 0 (cas coplanaire) :

T = wFi(x) + ueFa(x),
[ = gO(xvl)a

ou (z,l) € ¥, est I'état du systeme, gp donne le mouvement libre, u =
(u1,u2) € R? est la poussée, décomposée dans un repere orthonormé. Dans
ce cas, la poussée reste dans un plan donné, qui est le plan osculateur. On
s’'intéresse au mouvement dans ce plan uniquement.

La masse de ’engin spatial est considérée comme constante au cours du
temps (on n’utilise pas I’équation (1.6) et on ne prend pas en compte de force
de frottement ni d’autres contraintes). L’état du systéme peut étre donné par
les éléments orbitaux (P, e) et [. Les premieres coordonnées, le parametre
et le vecteur excentricité e = (eg,e,), définissent ’ellipse osculatrice au
mouvement dans le plan et sont des intégrales premieres de I'équation de
Kepler. La longitude [ donne la position de ’engin spatial sur cette ellipse.

Quand la variable de controle u = (u1, ug) est décomposée dans le repere
radial/orthoradial, i.e. la poussée s’écrit uiFy + uaFor ou Fy = q/|q|, les
champs de vecteurs correspondants F; = F; et Iy = Fy, sont

F = pl/2 (sinla—cosla),

Ode, Oey
2P 0 er +cosl\ 0O ey, +sinl\ 0
r = pl2|Z2_ 2 [Tt inl 4+ ¥yt 2
2 [W@P + <cos + W > D, + <sm + W ) 8ey]

ot W =1+e;cosl+eysinl. On a aussi gg = WQ/P3/2.

Le but du probleme est de trouver une trajectoire correspondant a la
minimisation du cofit L? en trouvant le contrdle optimal entre deux positions
zo au temps ¢t = 0 et une cible x; au temps .

2.4 Meétriques et outils géométriques

Soit (M, g) une variété lisse riemanienne de dimension n, pour laquelle
la métrique correspondante est donnée en coordonnées locales par

n
g= Z gij(x)da;da;,
ij—1
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ol (gi;) est une matrice symétrique dont I'inverse est noté de facon classique
(¢"). En utilisant la structure symplectique sur 7% M, les courbes extrémales
sont les solutions du champ de vecteur hamiltonien ﬁ(m,p), ou p est la
variable duale et le hamiltonien est une forme quadratique de rang plein
enp:
1 <
H(z,p) =5 ) 9" (x)pin;.
i,j=1

On définit ainsi une correspondance entre hamiltoniens de cette forme et
métriques riemanniennes. Localement on construit un repere orthonormé,
grace a des champs lisses, {F}, ..., F},} en utilisant par exemple le procédé

d’orthonormalisation de Gram-Schmidt, ce qui revient a écrire le hamiltonien
H comme une somme de carrés

1 n
LS <n R >,
=1

Dans certains cas, il existe des coordonnées orthogonales {x1, ..., x, } dans
lesquelles la métrique prend la forme

n
g=>_ gi(x)dz;
i=1
ou des coordonnées isothermes dans lesquelles la métrique a la forme

n
2
9= A=) Z da;
i=1
et la métrique est conforme & la métrique plate.

2.4.1 Meétriques de Liouville

Les métriques dites de Clairaut-Liouville forment une classe particuliere
de métriques en deux dimensions. Elles jouent un réle particulier dans le
probleme de transfert moyenné en deux dimensions. Elles admettent la forme
normale de Darboux suivante :

g = de® + G(p)do?>.

On peut obtenir de telles métriques lorsqu’on restreint la métrique eu-
clidienne dans R? & une surface de révolution S, ol ¢ représente I’angle par
rapport au parallele. Le cas de Clairaut-Liouville peut étre défini de facon
intrinseque comme des métriques admettant comme intégrale premiere F',
linéaire en p, qui s’écrit F' = a(x,y)p, + b(x,y)py. On peut trouver des co-
ordonnées locales (u,v) dans lesquelles F' est exactement p,, et la métrique
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a alors la forme f(u)(du? + dv?), ot v est une coordonnée cyclique. Sous la
forme de Darboux, ceci correspond a l'intégrale premiere

pg = cos )V G,

ou ¥ est ’angle entre le vecteur vitesse et le parallele. C’est une généralisation
de la relation de Clairaut. De telles métriques sont Liouville intégrables. Une
généralisation est la classe des métriques de Liouville qui admettent une
intégrale premiere quadratique en p :

F = a(z,y)p; + 2b(x, y)papy + c(z,y)p;

et qui peuvent étre renormalisées dans les coordonnées (u,v) en (f(u) +
g(v)(du? + dv?), avec F' = (c(u,v) + 1)p;, + 3.

2.4.2 Formes normales de métriques de Liouville

On présente un calcul de Birkhoff [9] pour la mise sous forme normale
d’une métrique isotherme en dimension deux.
Soit une métrique riemannienne en deux dimensions donnée sous la forme
isotherme :
g = Mz, y)(dz? + dy?).

On peut calculer le stabilisateur de la fagon suivante. Soit un difféomorphisme :

Tr = (p(u,’l}),
Yy = ¢(U7U)

qui conserve la forme de la métrique. On obtient alors :
9= A\pp +¢3)(du? + dv?)
si et seulement si les relations suivantes sont vérifiées :

%%4-%% = 0,
putin = Gty

Si l'orientation est conservée ces relations correspondent aux conditions de
Cauchy-Riemann : @, = 1y, 0, = —1y, ce qui exprime le fait que z = x + 1y
est une fonction holomorphe de w = w + iv. Les stabilisateurs de la forme
isotherme sont donc induits par des fonctions holomorphes z = x + iy, avec
2 harmonique et y conjugué harmonique de x.

Le hamiltonien (isotherme) défini par la métrique g est H = %(pxz—i—pr)
et on suppose que la forme quadratique F' = by (x,y)p2 + 2ba(z, y)pzpy +
bs(x, y)p?/ est en involution avec H. En calculant {H, F'}, on constate qu’on
peut le diviser par p2 + pg si les relations de Birkhoff sont satisfaites :

blw_be = 2b2y7
—2bay.

bly - b3y
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Si F' n’est pas proportionnel & H, on pose R = (b; — b3) + 2ibs et les re-
lations précédentes correspondent aux conditions de Cauchy-Riemann pour
que R soit holomorphe.

Dans ce cas, on a de plus que :

Pi+py [

ULEY = =575

A
(blpx + b2py) + Ty(pra: + b3py> + (blccpar + b3ypy) ’

ce qui donne des relations supplémentaires avec {H, F'} = 0.
Dans le cas ou F' est connue, le calcul de la forme normale se fait de la
fagon suivante. Soit la fonction holomorphe :

R:z=zx+1iy— (bl—bg)+2ibg.
On calcule 'action induite par une transformation holomorphe sur R :
P:w=u+iv—z=1+1y.

On note z = ¢(u,v), et y = ¥(u,v). On a p, = D(pythy — Puiby) et py =
D(pypu — pupw), avec 1/D = @yuihy, — @ypthy, = cp% + ﬁ. En calculant F' dans
les nouvelles coordonnées F' = b/lpi + 20 pupy + bgp%, on obtient, grace aux
conditions de Cauchy-Riemann :
S = (bll - bg + 2ib/2) = DQ(‘Pu - i¢u)2(bl — bz + 2iby),

= (pu+ithu) 2(br — b3 + 2ibs).

On a ®'(w) = ¢, + i)y, et on obtient :
S(2) = (271(2)))*R(2).
En prenant (®#71(2))" = y/R(z), on obtient la normalisation standard :
S = b} — by + 2ib, = 1.
Ceci donne la forme normale avec by = 0, by = c(u,v) et by = 1+ ¢, pour
laquelle g = (f(u) + g(v))(du? + dv?) et
_ fw+cC
f(u) +g(v)’

ou C est une constante arbitraire.
La relation se simplifie si F' = (a1p, + agpy)2 ou V F' est une intégrale
premiere en p. Les conditions de Birkhoff sont alors

A1z = G2y,

A2y = —Qly
qui sont les conditions de Cauchy exprimant le fait que a; + ias est holo-
morphe. Dans ce cas on obtient la forme normale g = f(u)(du? + dv?).

Dans les deux cas, la transformation est explicite si 'intégrale premiere
est connue.

34



tel-00633197, version 2 - 5 Dec 2011

Controle optimal et applications

2.4.3 Probleme d’optimalité

Soit une variété riemannienne (M, g), et Hle champ hamiltonien sur M
dont les solutions sont les courbes extrémales t — z(t, z9) avec z = (x,p). Si
on fixe le point de départ xq, lapplication exponentielle est

CXPg, (t3p0) = H(Z(t,l‘())),

ou II est la projection selon la premiere coordonnée x et py peut étre nor-
malisé par H = 1/2. Soit une extrémale de référence, un temps conjugué a
top est un temps t. > tg pour lequel 'application exponentielle n’est pas de
rang plein et le point correspondant de la trajectoire est un point conjugué.
Le lieu conjugué C(zp) est I'ensemble des premiers points conjugués pour
toutes les extrémales. Le lieu de séparation L(xg) est 'ensemble des points
ol deux extrémales minimisantes partant du méme point xg se coupent et
le lieu de coupure Cy, est 'ensemble des points ou les extrémales cessent
d’étre globalement optimales. Le calcul des lieux de coupure et de conjugai-
son est délicat, méme dans le cas d’une surface de révolution. Une possibilité
consiste a utiliser 'outil numérique, par exemple le code cotcot [16].

Un outil important de géométrie riemannienne est le tenseur de courbure
de Riemann qui est covariant et détermine localement la métrique. Dans le
cas bidimensionnel, la fonction K, la courbure de Gauss, déterminée par
le tenseur de Riemann, gouverne la distribution des points conjugués selon
I’équation de Jacobi :

() + K(v(t))y(t) =0

ou y(t) est une extrémale de référence paramétrée par la longueur d’arc. Les
temps conjugués a t = 0 sont les temps pour lesquels y(t) = 0 o y(t) est la
solution de I’équation de Jacobi avec y(0) = 0 et y(0) = 1 comme conditions
initiales.

Proposition 1. Pour une métrique de Clairaut-Liouville dans la forme de
Darbouzx la courbure de Gauss est donnée par

_ 190G
VG 0%

La courbure de Gauss est utilisée pour classifier localement les métriques
riemanniennes. En particulier on peut utiliser K pour I’étude d’intégrabilité.

Proposition 2. Soit g = A\(z,y)(dz? + dy?) une métrique riemannienne
sous forme isotherme et K la courbure de Gauss. Alors g est isométrique
a la métrique f(u)(du® + dv?) si et seulement si il existe une fonction har-
monique © = p(u,v) avec la conjuguée harmonique y = ¥ (u,v) telle que
K = K(z,y) = K(u) dans les coordonnées (u,v).
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2.5 Application de la moyennation au probléeme de
transfert orbital : cas plan bientrée

Dans le cadre de la poussée faible, on se donne comme petit parametre
I'inverse de la longitude finale n = 1/ly (ou l'inverse du temps final). On
note la poussée maximale € = Ty, et on cherche a décrire le comportement
du systéeme pour 7 — 0. On renormalise la variable de controle en posant
u = ¢ev avec |v| <1 et le cout s’écrit

ty
62/ |v|?dt — min.
to

Le systeme différentiel précédent est écrit par reparamétrisation comme
un systeme dépendant d’une nouvelle variable temporelle, la longitude cu-
mulée | € R, dont la classe d’équivalence dans R/27Z est la longitude
comme angle de [0, 27[. Cette longitude est appelée variable rapide, car les
autres variables x, les variables lentes, sont considérées comme variant len-
tement par rapport a [. La reparamétrisation s’écrit :

dz Fi(z) Fy(x)

dr UIQO(%Z) u290(33, )

On a échangé de facon équivalente un systeme de dimension quatre auto-
nome en un systeme de dimension trois non autonome. On considere aussi
le cas d’une longitude finale fixée.

En outre la contrainte sur le contrdle |[v] < 1 peut étre relaxée puis-
qu’elle n’est pas active pour des temps de transfert (ou de fagon équivalente
des longitudes) suffisamment grands et la dépendance au parametre £ peut
disparaitre. Selon le principe du maximum de Pontryagin, les trajectoires
optimales sont associées au pseudo-hamiltonien :

2
1
Hy(z,p,l,v) = Olo]? + v <p, Fy> .
b(z,p,1,0) go(m)<p|| > wi<p

=1

On considere le cas normal o1 p° < 0 et on peut le normaliser en p° =
—1/2. La condition de maximisation devient 0H,/0v = 0 et en remplacant
I’expression du controle v on obtient le hamiltonien bientrée

2

Hb(x7p¢ l) = Z

i=1

<p,F; >?
290(.%', l)

A partir du hamiltonien correspondant H, »(z, p, 1), on peut calculer le moyenné
(noté avec une barre)
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qui donne la dynamique du nouveau systeme moyenné. Plus précisément, en
utilisant les relevements correspondants on cherche la moyenne de

1
Hy(z,p,1) = 5 (P} + P)

avec
p5/4
P = W(pez sinl — pe, cosl),
P o_ pP5/4 E+ COSZ+€$+COSZ n sinl+ey+Sinl
2 = 5 |PPyy tPe 7 ) TPe |

Le calcul de la moyennation revient a des calculs d’intégrales de la forme

2
Q(cosl,sinl)dl,
0

ou () est une fraction rationnelle en cosinus et sinus. Une facon simple de
mener la calcul revient alors a appliquer le théoreme des résidus car les poles
sont simples a calculer. Les résultats sont les suivants :

w2 = 4,
cosl/W3 = —3¢,6, sinl/W3 = —3¢,6%,
cos2 /W3 = 1(63+43e26°), sin® [/W3 = 1(6% + 3e26%),
coslsinl/W3 = 3ege, 05, /Wt = 1(2+3le]?)d,
cosl/Wh = —le,(4d+1e|?)d”, sinl/Wi = —Lle,(4+e]?)d,
cos?[/WH = 1(6°+5e257), sin? /W4 5(8° +5e267),
coslsinl/W4 = 3Zege,d’,

(2.1)
avec § = (1 — |e|?)~1/2. Ceci conduit & la proposition suivante.

Proposition 3. Le hamiltonien moyenné en deur dimensions dans les co-
ordonnées (P, ey, e,) est donné par

o p5/2
g =
i PP
2 2 2
+pe, (5(1 — [e]*) + €3) — 20pppe, Pex — 20pppe, Pey — 2pe, pe, xey).

[4ppP?(=3+5(1— [e[))™") + p2, (5(1 — |e|*) + €2) +

Définition 3. On appelle mouvement moyen n la grandeur définie par la
relation )
1—e

L’angle 6 donne I’éclatement en polaires e, = ecosf), e, = esinf. Par ce
changement de coordonnées, on obtient la proposition suivante.
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Corollaire 1. Dans les coordonnées (n,e,0), on a :

7]

e2

b= 5 18(”1%)2 +5(1 - 62)1?3 +(5— 462)

(2.2)

et la coordonnée 0 est cyclique.

Remarque 2. La coordonnée 6 devient cyclique via la moyennation, elle n’est
pas cyclique pour le probleme non-moyenné.

2.6 Cas bientrée et problemes riemanniens

Pour le cas bientrée calculé précédemment, ’analyse de I'optimalité est
complete et permet de comprendre le transfert coplanaire d’un point de vue
géométrique. L’analyse part de la proposition 4.

De la derniere proposition et en particulier de la forme du hamiltonien
moyenné Hp, on déduit le résultat suivant :

Proposition 4. La métrique riemannienne associée o Hy est

dn? 2nb/3 s 2n%/3
P = 9ni/s * 5(1—¢€?)

et (n,e,0) sont des coordonnées orthogonales.

2.6.1 Construction d’une forme normale

L’outil principal pour 'analyse géométrique est la construction de la
forme normale suivante. On pose :

2
_ gns/a

et la métrique est isométrique a la métrique

r , = arcsine

2
,
g=dr’ + g(d¢2 + G(p)d6?)

avec ¢ = 1/2/5 < 1et
5sin? ¢
Glp) = ——F—.
(¥) 1+4cos?p
Cette forme normale conduit naturellement a ’étude des deux métriques

en dimension deux :

g1 = dr? + r2dy?
avec

_¥
1/} o C
et
g2 = d<p2 + G(gp)dHZ.

Par la suite on étudie le role de ces deux métriques.
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2.6.2 Meétrique ¢,

Cette métrique correspond aux transferts ou la coordonnée 6 reste cons-
tante, en particulier pour les transferts vers une orbite circulaire (cas impor-
tant du fait de 'importance de 1'orbite géostationnaire). La métrique g; est
une métrique de Clairaut-Liouville et (r,1) sont des coordonnées de Dar-
boux. La courbure de Gauss est nulle. De fagon plus précise, c’est la forme
polaire de la métrique plate dz? + dy?, si on pose = rsin), z = rcos ).

Le domaine d’étude de la métrique est important. On se place en effet
dans la restriction du domaine elliptique X, lorsque 6 est constant, étendu
au domaine :

Xo={n>0,e€]—1,1[}

et la relaxation de la relation e > 0 permet de traverser la singularité e = 0.
Dans le domaine Xy, les extrémales sont des lignes droites dans les coor-
données (z, z).

Puisque ¢ = \/% < 1, le domaine n’est pas géodésiquement convezxe
et ¢ €] — m/2¢,7/2¢|. En particulier, la métrique correspondante n’est pas
complete.

Proposition 5. La métrique g1 étendue au domaine Xy décrit le transfert
vers des orbites circulaires, pour lesquelles les extrémales sont des lignes
droites dans les coordonnées x = rsin, z = rcos1p. L’ensemble des orbites
circulaires donné par l’égalité e = 0 peut étre traversé de maniere lisse.
Puisque ¢ < 1, le domaine n’est pas géodésiquement convezxe et la métrique
n’est pas compléte.

2.6.3 Intégration du flot extrémal

L’intégrabilité est une conséquence de la mise sous forme normale
g = dr? 4+ r*(dy? + G(1)d6?)

et le hamiltonien associé se décompose en :

12 1 !

avec

1 p2
Hl — 2 + 0 .
2 <pw G(0)
En utilisant cette structure du hamiltonien, on a le résultat suivant.

Proposition 6. Le champ de vecteurs H admet trois intégrales premieres
en involution : H, H' et py et il est intégrable au sens de Liouville.
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Pour obtenir une paramétrisation complete on peut procéder de la maniere
suivante. Dans les coordonnées (n, e, ) on écrit

H= [18n°p;; + H"

1
4n5/3

avec )
5—4
H”:5(1—62)p§+ 26 pg.
e

On a le résultat suivant.

Proposition 7. Soit s = n®/3, alors s(t) est un polynéme de degré deuz en
la variable t :
s(t) = it + 5(0)t + s(0)

avec 5(0) = n%/3(0), 5(0) = 15n(0)p,(0) et ¢; = 25H/2.

Démonstration. On a dnp,/dt = 5H/3. Alors en dérivant deux fois par

rapport au temps s et en utilisant le fait que n = 9n'/3p,, on obtient :
$ = 1dnpy,, § = 25H. 0
Proposition 8. Soit AT = dt/4n®/3, si H"(0) # 0, alors
1
T(t) = arctan L(s)]},
() = 5 letan LSl
o 2at + b
L(t) = at +

A

a=c1, b=3$(0) et A =—2H"(0) est le discriminant de s(t).

Démonstration. En calculant le discriminant A de s(t) écrit sous la forme
at? + bt + ¢, on obtient —22 H"(0) et A < 0, si et seulement si H”(0) # 0. Si
H"(0) = 0, 'intégration du flot extrémal est direct, sinon on obtient

2
o 1Al <2at+b> .
ww [\ VAl
et on obtient le résultat. O
Pour conclure sur Pintégration, on constate que n®/3(t) est connu et ne
dépend que des parametres n(0), p,(0) et H qu’on peut fixer a la valeur 1/2
dans le cas d’une paramétrisation par la longueur d’arc. En outre, il suffit
d’intégrer le flot associé & H”, en utilisant le temps défini par AT = dt/ 4nb/3,
ou 1" est donné dans la proposition précédente.
On dénote les deux intégrales premieéres comme parametres du problémes
selon H” = c3 et py = ca, et en utilisant I'égalité p, = ¢/10(1 — €?), on
obtient :

20(1 — €2
¢2 = 2001 —€%) = ¢ )(c?,)e2 — (5 — 4€?)c3).
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Pour intégrer dans le cas e €]0, 1], on pose w = 1 — e? et ’équation s’écrit :

dw

ar ~ Vv Qw),

ot Q(w) = 80w[(c3 — %) — (% +4c3)w] avec un discriminant positif. On tire

de cela la solution (k est une constante)
:1531§4y+wﬂy¢a8+48ﬂﬂT+kﬂ

23 +4c3 3 2 '

On(%thdeQ::%%:

9aj:mm+2@/T1+““@m

0 1—w(s)

ou 0(0) peut étre fixé & 0 par symétrie.
Pour conclure, il reste a calculer 'intégrale

T
1+4
/'+1“@®
0o 1—w(s)
avec w = k1 (1 +sinx), x = 4/v/5(c3 + 4¢3)1/%s + k. Par conséquent, il faut
calculer une intégrale de la forme
A+ Bsinz
————dz
C+ Dsinz '

par exemple en utilisant le changement de variable ¢t = tan /2. Plus préci-
sément on a le lemme suivant.

Lemme 1.

r=—=x+

A+Bsina:d B AD—BC/ dx
C + Dsinzx D D C + Dsinx’

avec

/ dz 2 " Ctanxz/2+ D

= arctan | — ———
C + Dsinzx C2 - D2 V02 — D2
pour C? — D? > 0.

Les propositions précédentes et ces calculs donnent la proposition sui-
vante.

Proposition 9. Les courbes intégrales du champ de vecteurs " peuvent
étre calculées en utilisant des fonctions élémentaires.
25 3/5
n(t) = <2Hﬂ+1mmm¢mr+mﬁm0 :

e(t) = (1—ki(1+sinks(t)))V?,

Do
2|py|

1 1—kp)tan £ — k; %20
o(t) = 0(0)+ k3 [_433 + 10 arctan ( ytang — k

ks k3 &
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avec T(t) défini comme a la proposition 8,

_ .2
k = arcsin (16@ — 1) ,
k1

1 H"(0) — p2
2 H"(0) + 4p2’
4

ko(t) = 7(H”(O)Q+4p§)%T(t)+lc

o

2.6.4 Métrique ¢

ki =

5
5p3 2
H"(0)2 4+ 4p§ '

Dans le cas de la métrique go, ses extrémales décrivent 1’évolution des
variables angulaires 6 et ¢, paramétrées par dT' = dt/r?(t) ou 72(t) est
un polynéme du second degré dont les coefficients dépendent seulement du
niveau de I'énergie H fixé a 1/2, (0) et p,(0).

En particulier, & partir de cette métrique, on peut retrouver les propriétés
d’optimalité a la fois locales et globales de la métrique g. En particulier
on cherche & déterminer la séparatrice L(zg) ou 29 = (r(0), »(0),0(0)) est
un point fixé donnant les conditions initiales. Si v;(t) = (ri(t), pi(t), 0:(t)),
1 = 1,2 sont deux courbes paramétrées par la longueur d’arc partant du
point xg, et qui se coupent avec une longueur ¢, alors r;(t) coincide pour
tout ¢ et avec la paramétrisation d7' = dt/r2(t) on a :

Proposition 10. Pour définir la séparatrice L(xg), on a les conditions né-
cessaires et suffisantes suivantes :

1. pour la métrique ga, (pi(T),0;(T)) sont deuz géodésiques minimisantes
qui se coupent au temps T ;

2.T= fg dtt) pour un r;(t) fini.

2
ri(

Les propriétés principales de la métrique go sont les suivantes :

Proposition 11. 1. La métrique go définit une métrique analytique sur
la sphére entiére S% : {r? = c®} avec deur singularités polaires corres-
pondant a e = 0, [’équateur étant donné pour e = 1 et les angles ¢ et
0 donnent les coordonnées sphériques;

2. la courbure de Gauss est

5(1 — 8cos? )

K=——"79-#—=
(1 4+ 4cos? p)?

qui prend des valeurs négatives pres des poles;

3. les transformations 6 — —0 et ¢ — m™ — @ sont des isométries ;
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4. la métrique est conforme a la restrictions de la métrique plate sur un
ellipsoide de révolution ayant un demi-grand aze de longueur 1 et un
demi-petit aze = 1//5.

La derniere propriété de la proposition revient simplement a écrire

sin? 0df? + F,(p)dp?
Fﬂ(gp)( ® u(p)de™)

out F,(¢) = pu*+ (1 — p?) cos?® .
Remarque 3. Si on considere le flot, les trajectoires périodiques les plus
courtes sont les méridiens de longueur 27.

Pour analyser l'optimalité, on utilise principalement la courbure. La
courbure de Gauss K est maximale et constante sur l’équateur et vaut 5.
Le premier point conjugué se trouve & une distance m/+/5, ce qui définit le
rayon d’injectivité de la métrique.

Les résultats sur les lieux de coupure et de conjugaison sont similaires
a ceux sur lellipsoide. Les lieux de coupure et de conjugaison d’un pole
coincident et se réduisent au pole antipodal. Dans les autres cas, on considere
zo = (¢0,00) un point de référence ou #y peut étre fixé a zéro. Puisque
I’application ¢ — 7™ — ¢ est une isométrie, on a deux courbes extrémales
partant du point (¢g,0) de méme longueur qui se coupent sur le parallele
antipodal m — ¢g. Ceci définit le lieu de coupure qui est une courbe inclue
dans le parallele antipodal. En outre, en utilisant la symétrie 0 — —0, le
lieu de coupure est symétrique par rapport a § = w. Les extrémités du lieu
de coupure sont des points de rebroussement du lieu conjugué qui est une
astroide.

Dans le cas de la métrique g, la séparatrice L(zg) de n’importe quel point
xo est 'ensemble vide car il faut traverser I’équateur e = 1 pour atteindre
le parallele antipodal.

La figure 2.1 montre le flot de la métrique go calculé numériquement
dans les coordonnées 6, ¢, a partir d'un certain point de départ (0, ) et
illustre les résultats d’optimalité.

2.7 Cas du systeme monoentrée dans le repere
tangentiel /normal

En utilisant, comme dans [27], le repére orthonormé dit tangentiel /normal,
on décompose le controle selon ces deux directions en (ug, uy,) et les hamilto-
niens monoentrée correspondants sont notés respectivement H; et H,. Les
équations du systeme (1.5) et les calculs du paragraphe 2.5 permettent de
calculer les hamiltoniens moyennés tangentiel et normal selon la proposition
suivante.
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F1G. 2.1 — Le flot extrémal de la métrique go dans le cas bientrée montre des
courbes & partir du point ¢y = 7/4. Sur la sphere, les poles correspondent
ae=0,1e ¢ =0et mpour des orbites circulaires et I’équateur correspond
ae=1,ie ¢ =m/2. Le premier point conjugué est rencontré apres que
I’équateur est traversé.

Proposition 12. Dans les coordonnées (n,e, ), on a les expressions des
hamiltoniens moyennés

— 1 8(1 — e?)3/2 8(1—e?) p2
Hi = —— [18(np,)* + 2+ 2,
' 4nd/3 (npn) ItV Trvi—eze?

H, = H,— H;.

Dans les deux cas monoentrée moyennés la variable 0 est cyclique. Le moyen-
né Hy ne dépend pas de p, et n est une intégrale premiere de Hy.

Cette proposition illustre la propriéte de controlabilité suivante : si la
poussée reste dans la direction radiale, alors le demi-grand axe est fixe et la
propriété se conserve pour le systeme moyenné.

On considere par la suite le cas monoentrée dit tangentiel. Le hamiltonien
correspondant H; est de rang plein et comme dans le cas bientrée on déduit
la proposition suivante.

Proposition 13. La métrique riemannienne associée est

2 53 [14V1—e2 1+ V1 —e2)e?
= dn L + ed€2+( + e?)e 102
9nl/3 4 (1 — e2)3/2 1—e?

et les coordonnées (n, e, 0) sont orthogonales.
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2.7.1 Construction d’une forme normale

On décompose la métrique gy de la méme maniere que dans le cas bientrée
au paragraphe 2.6.1. On pose

2
_ Zpple,
5

r

¢ = arcsinu, u = 1 — 2v/1 — €2, ce qui définit une bijection du domaine
¢ €] —7/2,m/2] vers le domaine e €]0, 1] et la métrique s’écrit alors sous la
forme : )
r
g=dr*+ ?(d¢2 + Go(p)d6?)
1

avec ¢ =4/5 < 1et

(3 —sing)?(1 + sin )
2(1 — sinp)? '

Ga(yp) =

On a donc une forme normale similaire au cas bientrée. On définit les
métriques suivantes :

g1 =dr* +77dy?, ¢ =g/
et
g2 = dp? + Ga(ip)do?.

L’analyse se fait de fagon similaire a précédemment.
Une alternative au changement de variables défini précédemment est le
suivant (voir [11]). Les transformations

2
— Zpp/6

5
et e = sin py/1 + cos? p définissent une bijection du domaine ¢ €]—7/2, 7/2|
vers le domaine e €] — 1,1[. On écrit alors la métrique sous une forme
alternative :

r

2
g =dr’ + 3(d<p2 + G4(<p)d92)

r
C3

avec c3 = 2/5 < 1 et
2
1— Lsin?
Ga(i) = sin’ o ( = 9”) .
1 —sin“p
De la méme maniere, on étudiera les métriques :
gs =dr’ +7dv?, ¢ =p/cs

et
g4 = dg02 + G4(g0)d92.
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2.7.2 Meétriques g, et go

La métrique g1 correspond a la restriction des transferts vers une orbite
circulaire et la forme polaire est la métrique plate dz?+dz?, si = rsin et
z = rcos . Cependant, on ne peut pas calculer directement les extrémales
dans le domaine entier Xo = {n > 0,e €] — 1, 1[} et on doit raccorder deux
morceaux le long de ¢ = —7/2 qui correspond & e = 0. La variable e est
donnée par ’expression multivaluée :

—
A

Dans les coordonnées (e,n) dans X le transfert vers une orbite circulaire
est lisse. Comme ¢; < 1, la métrique n’est pas géodésiquement compléte ni
convexe.

La forme normale du cas tangentiel possede les méme propriétés d’ho-
mogénéité que celle du cas bientrée et la métrique go peut étre utilisée pour
une analyse d’optimalité similaire et I’étude des lieux de coupure et de conju-
gaison. Cependant la métrique g ne peut pas étre interprétée comme une
métrique lisse sur la sphere S2. Le calcul de courbure donne en effet la
proposition suivante.

Proposition 14. La courbure de Gauss de la métrique go vaut dans le cas
tangentiel :

B+ V1—-e2)(V1—e2-2) (7T —sinp)(3 4+ sin )

1+vVIi—e)vi—e (3—sing)(l—sinyp)’
a la multiplication par un scalaire prés. En particulier, K — —oo lorsque
e — 17 si bien que K < 0 pour e € [0,1] et le lieu conjugué est vide.

2.7.3 Meétriques g3 et g4

Comme pour la métrique g1, la métrique g3 correspond a la restriction
des transferts vers une orbite circulaire. On a alors les mémes résultats que
pour le cas bientrée. Dans les coordonnées (e, n) dans Xy le transfert vers une
orbite circulaire est lisse. On a c3 < 1 et la métrique n’est ni géodésiquement
complete ni convexe.

Le changement de variable conduisant aux métriques g3 et g4 permet
d’avoir une représentation sur la sphére méme si la singularité pour ¢ = 7/2
reste comme on le constate sur ’expression de la courbure.

Proposition 15. La courbure de Gauss de la métrique go vaut dans le cas
tangentiel :

 (sin ¢ —4)(sin? p 4 1)

~ (sin? ¢ — 1)(sin? p — 2)
a la multiplication par un scalaire pres. En particulier, K reste négative
dans le domaine e €] — 1, 1] et le lieu conjugué est vide.
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2.7.4 Intégration du flot extrémal

L’intégration de la forme normale se fait d’'une maniére similaire au cas
précédent mais la transcendance des solutions est différente. On écrit le
hamiltonien correspondant sous la forme :

H= [18n%p2 + H]

1
4nb/3
ou H” prend la forme :

H' = 8(1 — 62)3/2 2 + 8(1 — 62) 2
tvI_2 (Trvi_ee”

On pose H" = cg, Py = co et comme

De = 4n5/3é—(1 +V1i-¢)
¢ 16(1 — e2)3/2”

on obtient, avec w = (1 — €2)!/2, 'équation :

dw\? _ 32w[3(1 — w?)(1 + w) — 8c3w?]
<dT) B (14 w)? ’

ou T a la méme expression que dans le cas bientrée. Ceci se réécrit sous la

forme :
(ar) = aap

ot Q(w) est un polynome de degré quatre, 32w[c3(1 — w?)(1 + w) — 8c3w?].
L’intégration demande donc le calcul de I'intégrale elliptique

dw(1 4+ w)
VQ(w)

ce qui differe du cas bientrée dont la complexité est moindre. Le procédé
d’intégration est explicité et généralisé au chapitre 4 et en particulier au
paragraphe 4.5.4

Les résultats d’optimalité sont illustrés sur la figure 2.2, a comparer a la
figure 2.1, qui montre flot extrémal de la métrique g dans le cas monoentrée
tangentiel dans les coordonnées (6, ¢).

2.8 Cas du systeme monoentrée dans le repére ra-
dial/orthoradial

On considere la décomposition de la poussée dans le repere dit radial /or-
thoradial et dans un premier temps le cas particulier de la poussée astreinte a
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Fig. 2.2 — Le flot extrémal de la métrique go dans le cas tangentiel est
représenté ici a partir du point (0, o = avec ¢ = 7/6 dans les coordonnées
(0, ). Lorsque ¢ = 0 ceci correspond a e = 0 et ¢ = 7/2 a4 e = 1. Malgré
le signe de la courbure, on rencontre le premier point conjugué apres avoir
traversé le bord singulier du domaine ¢ = 7/2.

la direction radiale. On note H, le hamiltonien correspondant. Pour moyen-
ner la grandeur

1 1 pP5/2
H, = 5P2 =

= §W(pez sinl — pe, cosl)? (2.3)

le calcul de H, nécessite les moyennes de [20] suivantes :

53 53(62 _ 62)

wegr = O G G),
cos? /W 5 + L ,
- 53 53(62 762)
2wz = & -2 Sy
sin® 1/ 5 L ,

e 3

sinlcosl/W? = 0 e:CeyA,

lef*

avec A = (14 2/6)(—1+1/6)2. On obtient finalement le résultat suivant.

Proposition 16. Le hamiltonien radial moyenné s’écrit en coordonnées
(P, es,ey)

A A
p= ———— |02, +p2,) + W(pﬁy —p2 )€z —e) — ApiCsCoecDe,
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On a de plus que 0 est une coordonnée cyclique et que, Hy ne dépendant pas
de pp, P est une intégrale premiere de H;.

La forme des hamiltoniens radial et radial moyenné traduit une pro-
priété importante de controlabilité du systéme. Dans [15] il est établi que
le parametre n’est pas controlable dans le cas monoentrée radial et cette
propriété est conservée pour le mouvement moyenné.

On considére maintenant le cas dit orthoradial, c¢’est-a-dire quand la
poussée est contrainte a la seule direction orthoradiale. Les équations de la
dynamiques sont exactement celles du systeme (1.4) lorsque les composantes
du controle u. et u, sont nulles. Le hamiltonien orthoradial se déduit des
calculs précédents

1
Hor = 5 Py = Hy, — Hy
et il a, dans les coordonnées (n, e, 6), la forme moyennée suivante.

Proposition 17. Dans les coordonnées (n,e,0) :

— 1
Hor = 5731a(€) (npn)? + 26()npape + c(e)p? + ()]

avec les coefficients

ale) = 18y 1 —e?,

be) = 6(1—62)(1—\/1—62)7

21— e2)(1 - VI— 62)]

e2

cle) = (1—¢?) [5 —

dle) = 5—4e*—(1—¢?) (1+§>7

A = (1+2V1-e)(-1+1-e2)2.

2.8.1 Courbures

On se place dans le cas général. Le calcul donne le résulat suivant.

Proposition 18. Soit un hamiltonien quadratique en la variable p de la
forme

h = a(n,e)p + B(n, e)pnpe + y(n, e)p? + 5(n, e)pj
dans les coordonnées (n,e,0). Alors parmi les sixz éléments indépendants du
tenseur de Riemann R;ji, quatre ne sont pas nuls (Ri212, Ri313, Rases,

Ri393) et les autres sont nuls (en considérant les symmétries du tenseur
Rijri = Rypiij, Riji = —Rijin, Rijr + Rigyj + Rijr = 0).
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En particulier dans le cas du transfert d’orbite monoentrée orthoradial,
on a

5 z+1 5 4 3 2
Rio1o ~36m17% 532 15 [182° 4 752% + 9623 — 782% + 70z 4 75],
R 5 (2= 1)(62° + 152 4 62 4 5)(42° + 232" + 572° + 612° + 40z + 15)
DT nl/32(3z +5)2(224 + 223 + 222+ 2 + 1) ’
nd/? 12 11 10
Rogo3 = T E T gy [1202'% + 762z + 21902"° +
+46092% + 88922% + 1454027 4 178552 + 157912° + 92122% + 294223 +
422322 — 2352 — 100],
R 50231 — 22(62° + 1522 4 62 + 5)(42° 4 142* + 2425 + 1922 + 142 + 5)
1323 — 4

6 22(3245)2(224 + 2234222 + 2+ 1)

avec z = 1 — e2. On a Ri912 < 0, R1313 < 0, R1323 >0 et R2323 chcmge de
signe et il vient alors pour les courbures sectionnelles K1919 < 0 et K1313 < 0.
2.8.2 Changements de coordonnées

On utilise maintenant différents changements de coordonnées. Notam-
ment le changement sur la variable v = In(n), p, = np, donne :

— 1
Ho = ———[ap; + 2bpupe + cp? + dpj)
dexp 3u
c a b\ 9 b \* d 9
= 3 |l =) |Put{Pet-pPu| +-Dp
dexp 3u c c c c
La transformation -
U=u —/ —dx,
o C
FE = e induit py = p, et
b
DPE = De + Epu

sur les variables duales. On obtient :

T c(E)

o 4exp§(U + fOE gdx)

a b\ ? d
p%‘f‘(c—(c) )PQU‘FCPz

La hamiltonien, dans ces coordonnées, a la forme :

Tor = SMON(B)Gh + BV + fa(E)of),

avec A\ (U) = exp (=5U/3)/2,

R = exp (3, Lae) <a_bc2>’

[
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02

ac — b2’
cd
ac — b2’

[H(E) =

fo =

Les fonctions A1 et Ay sont explicites.
Proposition 19.

Ep Vv Vv
/ -dz = %1118— %atanh —% +gln(5—2(1—E2)+5\/1—E2)
o C

—S\l/s?)atanh (éi?)(élv 1—E?— 5))

On peut en déduire le corollaire suivant.

Corollaire 2. On note k la constante suivante

_ 565

92 <33+\/%> »

k=
128 32

On a alors l’expression de Ay :
1— FE2 1— FE2
v (3v +95) exp (Watanh (\/ﬁ( 1—-E?— 5)))
(5—2(1— E2) +5V1— E?) 3 65

Avec le nouveau changement de coordonnées de = 1/4/f1(E)dE, on
obtient :

No(E) =k

z
2

o
Ho = 5/\1(U)A(6)[p?f + p? + p(e)py),

ce qui donne une forme isotherme dans le cas pg = 0. On en déduit les
équations hamiltoniennes :

Uu = @pw

6_ = @pe;

0 = 3 e)f\p/ﬁ5 o Po>
pu = %Fom

pe = _ﬁor%% - 46X33U%P3a
po = 0.

De ces équations, comme le hamiltonien H,, reste constant au cours du
temps, on déduit la proposition suivante.

Proposition 20. Pour ce systeme, on a que 0 est une coordonnée cyclique
et pU(t) = PU(O) + %Hort-

51



tel-00633197, version 2 - 5 Dec 2011

Controle optimal et applications

2.8.3 Lieu conjugué

Pour conclure sur I'existence de points conjugués dans le cas orthoradial,
on utilise un argument numérique.

Contrairement aux cas précédents, le hamiltonien orthoradial est plus
intriqué et ne permet pas de réduction sous forme normale pour une étude
simple du lieu de conjugaison. On peut facilement conclure dans le cas tres
particulier ot py = 0 comme expliqué dans le paragraphe suivant. Dans le
cas plus général, on s’appuie sur des tests numériques en paramétrant le
probleme en fonction de py. A T’aide du code cotcot on peut chercher des
points conjugués a l'origine en discrétisant ’ensemble des vecteurs adjoints
initiaux et constater qu’on ne rencontre pas de point conjugué.

La figure 2.3 montre dans cette recherche des vecteurs z(t) = (z,p) pour
différentes conditions initiales qui permettent de former les géodésiques a la
figure 2.4 et leurs projections 2.5. On remarque le front d’onde s’écrase le long
de la frontiere du domaine e = 1 sans qu’apparaisse de point conjugué. Le
long de géodésiques vers e = 1, le déterminant des projections des champs
de Jacobi, dont les zéros correspondent aux temps conjugués, calculé par
cotcot reste strictement positif dans le domaine {|e| < 1} comme illustré
a la figure 2.6. Dans un autre cas, pour lequel ’excentricité initiale est

F1G. 2.3 — Des extrémales (z, p) en coordonnées (n, e, §) en fonction du temps
pour plusieurs valeurs de p(0).

proche de 1, on illustre le comportement des géodésiques a proximité de la
frontiere du domaine |e| < 1 sur les figures 2.7 et 2.8.
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Fia. 2.4 — Le flot géodésique en coordonnées (n,e,f) a partir du point
(10,0.5,0).

F1G. 2.5 — Les projections des géodésiques en coordonnées (n,e,0).
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0.8

Fi1a. 2.6 — Le test de déterminant pour la détermination du lieu conjugué
a l'origine montre qu’il reste strictement positif pour |e| < 1 et que le lieu
conjugué est vide.

Fia. 2.7 — Le flot géodésique en coordonnées (n,e,d) a partir du point
(1,0.9,0) faisant apparaitre le front d’onde qui se déplie de fagon lisse.
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F1G. 2.8 — La projection des géodésiques en coordonnées (n, e, ) a partir du
point (1,0.9,0).

2.8.4 Transferts vers une orbite géostationnaire

La variable py est une intégrale premiere du mouvement et dans le cas
d’un transfert vers une orbite géostationnaire elle est nulle car elle corres-
pond a la condition de transversalité pour des transferts vers une orbite
circulaire ot argument du périgée final est libre. Le hamiltonien peut étre
écrit

_ 1 ,
Hor =
et on a alors
dnp, 5—
= "H,,
dt 37°

et np, est une intégrale premiere de H'.
Dans le cas du transfert vers la géostationnaire, on peut conclure sur la
nature du lieu conjugué.

Proposition 21. Dans les coordonnées (n,e,0), la courbure de Gauss est

5 n—5/3
- _° 18(1 — 2)5/2 1 — ¢2)2
NN 62+5)2(1_62)[ 8(1—e€*)?“+75(1 —e”)” +

+96(1 — €?)%2 — 78(1 — €2) + 70(1 — e2)Y/2 + 75).

Corollaire 3. La courbure de Gauss reste strictement négative dans le do-
maine elliptique X, et le lieu conjugué est vide.
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F1a. 2.9 — Le flot géodésique en coordonnées (n, e) a partir du point (5, 0.05).
Le front d’onde se déplie et le lieu conjugué est vide.

0.8

0.6

0.4

0.2

F1aG. 2.10 — Le flot géodésique en coordonnées (n, e) a partir du point (5,0.9)
montre dans ce cas le comportement du front a proximité de e = 1.
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Ce résultat est illustré par les figures 2.9 et 2.10.
On a aussi dans ce cas une forme normale.

Proposition 22. Dans les coordonnées (U, €), le hamiltonien H,, est écrit
sous forme isotherme :

Hor = S0 OAOlBE + 2],

La métrique riemannienne associée s’écrit :

1

= —(dU? + dé?).
/\1/\( + de?)

g

2.9 Conclusion en dimension deux

L’analyse du probleme moyenné coplanaire montre que, pour la minimi-
sation de I’énergie, le cas bientrée et le cas monoentrée tangentiel peuvent
étre mis dans un cadre géométrique uniforme et on a un systéme de repré-
sentation adapté et uniforme pour préparer la continuation.

Dans les cas bientrée et monoentrée tangentiel, on peut conclure grace a
un argument de courbure sur ’absence de points conjugués. En outre, la mise
sous forme normale fait apparaitre dans ces cas des invariants ¢ = \/% et
c3 = 2/5 et les métriques ne sont pas géodésiquement convexes et comme
1 > ¢ > c3 on observe une dégradation du systeme entre le bientrée et le
monoentrée ou le domaine d’ou 'on peut atteindre n’importe quel autre
point est plus petit. On peut utiliser le méme argument de courbure dans le
cas orthoradial pour pg = 0 pour discuter la présence de points conjugués.
Enfin, dans le cas orthoradial ol pg # 0, on utilise un argument numérique
pour obtenir la méme conclusion.

2.10 Modélisation en dimension trois

On considere le systéeme suivant, ou la troisieme composante du controle
ug = u. est perpendiculaire au plan osculateur. On augmente aussi le vecteur
d’état = avec les coordonnées (hy, hy) selon les équations du systeme (1.4) :

3
T = ZUin’(Z, x),

1
i = gO(lvx)+gl(l7xvu)

avec le champ de vecteurs F3 pour le contréle hors-plan

I _Pl/2 7Z€i+Zei+Ccosl 0 +C’sinli
T w Y De, * de,, 2 Oh, 2 Oh,
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et
Z = hgsinl — hy cosl.

On cherche ensuite a reparamétrer le systéme d’une maniere similaire aux
paragraphes précédents. Pour ce faire on décompose la longitude | = Iy + I3
avec

iO = 9o (l7 CU) )

L = q(,z,u).
La coordonnées [y est appelé partie rapide de la longitude et elle correspond a
la variation de longitude due a ’attraction planétaire. La partie perturbative

Iy de la longitude est due & la composante hors-plan de la poussée. On
considere 1’état élargi y = (z,[1). La dynamique du systéme s’écrit

y = ( S uiFi(lo, y) >
g1(lo, y, ) ’
o = gollo,y).

Le systéme est ensuite reparamétré par la longitude /[y € R a la place du
temps (lp > 0) et la dynamique est donnée par le systéme :

x D N o C R o
wo(§)-(ghasmnen)
g 7y7u :
dlo o 51]0((;07?;)

On cherche a calculer une stratégie de poussée u pour acheminer un
systeme gouverné par les équations précédentes d’un état initial vers un
état final (¢, x) en minimisant un colit. On ne considere ici que le cas de
la minimisation de I’énergie et on a

ty ly 2
/ |u|?dt :/ Ldzo.
to 1t=0) 90(lo, )

On chercher alors calculer les intégrales de la fonction de Hamilton suivante :

Hsp = [u"po T— pig1(lo, y, u +ZU
90(lo,y) ~ gollo,y) \" 77 e

ol les P; =< p, F; > sont les relevements hamiltoniens et p le vecteur adjoint.
po est constante et fixée a pg = 1/2. Ce hamiltonien, en utilisant ’expression
de g1, s’écrit plus précisément

1 |ul?
Hyp = —f——|——% ( P
i go<zo,y>< y ooy +Z“ )
B e
g0(lo,y)
1 |ul?
7 N + ul 1
gO(l07 < Z Q)
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avec
Q1= 1,
Q2 = Py,
Qs = Ps+p, PYV2E..
La condition de minimisation du pseudo-hamiltonien sur le controle u
donne le hamiltonien tridimensionnel non moyenné

1 3 3 Q; 2 3
_ L e —) = R
H3p(lo,y,p) = 290(l0, y) ZQI N Z (\/%) - ;RZ‘

=1 i=1

2.11 Moyennation en dimension trois

Contrairement au can plan, le systéme n’est pas moyenné par rapport a
la longitude cumulée Iy + I3 € R mais seulement par rapport a lp € R, la
longitude correspondant a I’équation non perturbée. On considere alors le
hamiltonien moyenné :

7 1 2
Hsp = o~ H3p(lo,y, p)dlo.
T Jo
Pour avoir son expression, on cherche a calculer alors les RZZ dont les expres-
sions pour ¢ = 1 et ¢ = 2 sont obtenues par la proposition suivante et les
calculs des paragraphes précédents.

Proposition 23. Les expressions moyennées de R3 et R3 ont evactement
la méme forme que dans le cas bidimensionnel.

Démonstration. L’expression moyennée de R? se calcule par

— 1 [>"<p F >
R = — | =B1Zg,
21 Jo 90

1 27 ps/2
inJy wE
P5/? /27r [sin lo(pe, cosli + pe, sinly) 4 coslo(pe, sinly — pe, cosly)]?

4 Jo [ +sinly(—ezsinly + ey cosly) + cosly(eg cosly + ey siniy))?

Pe, sin(lo + 11) — pe, cos (lo + 11)*dlo

dlo.

On effectue a ce stade un changement de coordonnées, rotation d’angle Iy,
ou transformation de Tisserand, au vecteur excentricité

er > € = egzcosly +eysinly,

ey — €y = —egsinly + ey, cosly
ce qui induit la transformation suivante sur les variables duales

P, = DPe, COSly + Pe, sinly,

Pe,

—Pe, sin ll + pey COS ll.
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On a

ﬁ . P5/2 2m [Sin l()péz — COS lope~y]2 I
L™ 4r /0 [1 4 sinlo€y + coslp€y)? 0
et on peut remarquer qu’on obtient la méme expression que dans 1’égalité
(2.3) dans le cas d’un transfert plan, aux coordonnées pres. La moyennation
se fait de la méme maniere.

A laide de la méme transformation on obtient pour ’expression issue
du deuxieme champ de vecteurs

—5 PO o1 [ aop . inl\]?
R% = / [pp + De, (cosl + m) + e, <Sinl + ey+sm>] dio
0

Amr w2 | w w w

et comme W =1+ €, cosly + €y sinly = W ainsi que

COSH_em—i-cosl n SinH_ey—l—sinl B
De, W De, W =

. 1 .
e, coslo + pe, sinlp + W[pe”” €z + Pe, ey + cos lope, + sinlope, |

€z + cosly . €y + sin Iy
= pe; (coslp + xT + pe, (sinlp + yT)

on obtient aussi que Rig a la méme forme que dans le cas plan. ]
Le dernier terme & calculer correspond a la partie hors-plan de la poussée.
Clest

— P37 C cosl C'sinl 2
RZ = o /o Wi [—Zeypew + Zegpe, + 5 Ph, + 2 Dh, + Zpll} dl.
On obtient par le calcul ’expression suivante en factorisant
_ p5/2 2
R = e ; W[a2 cos?ly + B2 sin® Iy + 203 cos [ sin lo]dlo
_ P5/2 o2 <COS~2 lo) e (sinN2 l0> 208 <cos l0~Sil’l l0>]
2 W4 w4 W4
avec
hy = hycosly + hysinly,
~y = —hgsinly + hycosly,
Py, = Dh, COosli + pp, sinly,
Py, = “Ph sinly + pp, cosly,
C = 1+h?=cC,
7 = th sinly — hNy cosly = Z,
- N C
o = _hy(eaﬁpéy — €yPe, +pl1) + fph}’
- N C
B = he (expéy — €yDe, + pll) =+ §p}[y'
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En utilisant les valeurs moyennées calculées (2.1) du chapitre précédent
et le fait que § = 4, on obtient finalement le résultat suivant.

Proposition 24.

o P5/2
R? = T55 [a® + 32 4 56%(aé, + Bé,)Y.

Et on a pour le hamiltonien total la proposition :

Proposition 25. En posant par définition H| = R7§, le hamiltonien moyenné
pour le transfert en trois dimensions s’écrit sous la forme :

H3D(y7l17pyapl1> = Fb<6~$7€~y,P,pe}c7pe~y,pP) +
Hil(e?méy?Pv ha:7hy7pe~z7pe~y’ph~zap}[yvpl1)'

Il n’y a pas de simplification directe a cause des différentes variables
dans les deux termes. Le hamiltonien H3p est une forme quadratique en p
ol les seuls termes couplés sont en pg, et pg,, ceux en pPPy;., PPPy;. €t pppr,
sont donc nuls. De la forme du hamiltonien on a directement la propriété
suivante.

Proposition 26. La variable I est cyclique.

Remarque 4. Comme souligné dans [44], la transformation n’affecte pas le
demi-grand axe, c’est-a-dire la variable P (ou indirectement le mouvement
moyen n).

Le hamiltonien s’écrit de facon développée :

P5/2

1 . -
H3p(y, b, pyp1,) = NFEDEE {429%3]32 <—3 + 52> +pZ (5(1-[e*)+¢,)

1—|e|

+pg~y (5(1 - |é|2) + 622) — 20pppe, Pey — QOPPpéy Péy - 2p€~z:p6~y €€y

~ 2 ~ 2
- N C - - c
+ (—hy(ezpéy —€ype, +pi,) + 2%}) + <hx(ezpe~y —€ype, + i) + 2ph7y>

5 - . C }
+m —hy(ea:pe"y — €yPe, + )+ 5 Py, | €

~ 2
~ B C B
+ | hs (expe}, — €yDe, erll) + gp}{y €y

A partir de maintenant par simplicité, on omet le symbole ™ de la rotation
par [1. De la méme maniére que précédemment, on introduit de nouvelles
coordonnées n le mouvement moyen et 6 'argument du périgée.
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Proposition 27. Dans les coordonnées (n,e, 0, hy, hy,l1) on a :

Hsp = Hy+Hi,

7l 1 2 2y,.2 2\ D3

o, = W[w(npn) 501 e+ (5 4 |
— 1 c \? c \?, s5é
H, = W|:(hy(p9+pll)+2phm) +(hz(p0+pzl)+5phy) +1_662><

c c A
(<—hy(pe +pi) + gphm) cos 6 + (hz(pe +piy) + gphy) sm9) } :

Remarque 5. 11 faut souligner que les coordonnées précédentes sont en fait
(n,€,0, hy, hy,l1) et que par conséquent 'interprétation physique n’est pas
directe (méme si on a tout de méme que € = e et 7 = n). On a notamment
0=0-—1.
Pour diminuer la complexité du systéme hamiltonien correspondant, on
peut encore tirer des informations de Hsp. Un calcul rapide donne
d(npn) H——

_°F
dt 373p

et les propriétés suivantes.

Proposition 28. La grandeur u = np,, est une intégrale premiere de H' =
4n5/3H3D et e est une intégrale premiere de H,| . Au contraire du cas bientrée
0 n’est pas cyclique.

A partir de ’expression de H3p, on remarque qu’il est possible de séparer
les variables n et p, des autres, car les équations de Hamilton donnent :

o= 9n'3p,,
) S —— 9 5
Pn = %H[%D - mpn

et on peut calculer

) = = (3Tt + 10 0))

7n?/? = 15Hspt + 9n(0)p,(0),
si bien qu’on obtient I’évolution de n et p, :

Proposition 29. On a

—5/3
n(t) = (125H3Dt T 9n(0)pa (0}t + n5/3<o>)

et
1 O—
pn(t) = % <3H3Dt + n(O)pn(O)> .
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Dans les autres coordonnées (n,e,6,h,Q,11), avec h, = hcosQ et hy =
hsin ), on peut écrire la partie hors-plan du hamiltonien moyenné comme :

— 1

. C sin € 2
H, = 4n5/3[(—hst(pe—l—pll)—i—2<COSQJDh— 3 PQ)) +

C /. cos 2
+ hcosQ(p9+pll)+§ sin Qpy, + 5 PQ +

5e2

. C sin Q
+m [(—h sin Q(pp + pi,) + B <cos Qpyp, — " pg)) cos 0+

Cc /. cos . 2
+ hcosQ(p9+pll)+§ sin Qpy, + L sinf| |.

Proposition 30. Le hamiltonien Hsp est une forme quadratique en p de
rang cing, Hy est de rang trois et H| est de rang deux.

Démonstration. Le hamiltonien Hy, en coordonnées (n,e, ) est sous forme
orthogonale. Le hamiltonien H | s’écrit comme une somme de carrés de
formes linéaires en p dont deux sont linéairement indépendantes, son rang
est donc deux. O

2.12 Hamiltonien hors-plan

On s’intéresse dans cette partie au hamiltonien moyenné H | qui vient de
I’action de la poussée hors-plan. On montre qu’il correspond a un probleme
sous-riemannien. On considere les coordonnées n et e, qui ne sont pas af-
fectées par cette partie de Hsp, comme fixes et e # 0. On exclut le cas
singulier h = 0.

On pose w =60 — Q, A = C/(2v/2n°/6) et

2h?
Do, = 7(100 +p,) + pa.

On a alors

L 1 5 9 1 9 562 sin w 2
H, = 5A Py + ﬁpeﬂh + 12 cos wpp, + h Pou,y )

qui est de rang deux d’apres la proposition 30 et s’écrit de fagon orthogonale
comme somme de deux carrés de relevements hamiltonien P, et P;

9 1
Hy = (P + P3) = 5(<p. Fa(x) > + < p, Fy(x) >%),
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avec, en identifiant les champs de vecteurs correspondants et en posant k; =
(1 — €% 4 5e? cos? w)'/?,

k1 0 5e2 cos w sin w
A2y R,
V1—e20h /(1 —e2)(1 + 4e?)

. AV1 + 4e? (2h2 <a 0 ) 0 >
5 = ——7—— .

Iy taa

F =

C

20

Le hamiltonien issu de l'effet du champ de vecteurs orthogonal au plan
osculateur est donc induit par le probléme sous-riemannien

tr
& = w Fy(x) + uaF5(x), / (u? 4+ u2)dt — min.

to

Le calcul du crochet de Lie des champs F) et F5 donne

A% 1+ 4e2 0 0 h?—1 0
Fy,F5] = —/———(2(=+ =) +——
Pkl = F\ 32 < (aa+az1>+ 2 oa
2 _
+5¢2 sinwcoswh 1o > ,

hk2 Oh

et [Fy, F5] € Vect{Fy, F5} si et seulement si le déterminant

2
9 2h%
C
h2—1 1
B2

est nul, ce qui n’est jamais le cas. On a aussi [Fu, [Fy, F5]] et [F5, [Fy, F5]
qui appartiennent a Vect{Fy, F5, [Fy, F5|} et donc dim Lie(Fy, F5) = 3. Soit
la distribution D = Vect{Fy, Fs, [F4, F5]}. Elle est de rang constant égal a
trois et ’orbite est de dimension trois. La distribution s’écrit comme noyau
d’une 1-forme oy = df —dl;. La distribution Vect{F}, F5} s’écrit elle comme
ker oy Nker aig avec ag = 2h2dQ — Cd6.

Le probleme sous-riemannien décrit est par construction un probleme de
contact et dans ce cas le lieu conjugué n’est pas vide et les points conjugués
s’accumulent au point d’origine.

Remarque 6. Ce résultat est a rapprocher d'un résultat de [11] : le ha-
miltonien du probléme non coplanaire est approché en ne considérant que
le premier terme du développement selon la poussée maximale considérée
comme faible, puis il est moyenné et on constate que la partie hors-plan
est aussi issue d’un probléme sous-riemannien de contact. On a cependant
appliqué ici la moyennation sans cette approximation.
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2.13 Restrictions

La restriction au cas coplanaire revient au paragraphe 2.5. En utilisant
le systeme donné apres la transformation de Tisserand, il est aisé d’obtenir
les résultats a partir du cas plan. Il faut cependant faire attention au fait
que considérer par exemple une trajectoire gardant une ligne des noeuds
constants ne signifie pas 2 = 0 avec le hamiltonien précédent simplement
parce qu'en fait Q = Q—1;. Cependant dans le cas d’un transfert coplanaire,
on peut fixer [; = 0, Q = 0, h = 0. On obtient finalement # = # et la fonction
de Hamilton est la fonction Hp de I'étude précédente.

Le cas dit coazial [28] est le cas ou Iengin spatial effectue un transfert
entre des orbites en conservant la ligne des noeuds et la direction du vecteur
excentricité fixes. On traduit cela dans les coordonnées équinoctiales par
Q=0etw=0, ce qui équivaut & = 0 et § = 0. Sans restriction, 2 et 6
peuvent étre considérés comme égaux a 0.
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Chapitre 3

Exemples de résolution
numérique de problemes de
transfert a consommation
minimale

Résumé. On considere ici le probleme de transfert a consommation mini-
male. On présente tout d’abord, comme dans [23], des résultats numériques
d’une approche homotopique de type continuation différentielle L2 —L! pour
la poussée faible sous la forme d’une adaptation du code Mfmax, notamment
pour I’étude du traitement de discontinuités. Un probleme de transfert a
consommation minimale d’un lanceur issu d’une étude en partenariat avec
le CNES [23] est ensuite abordé. L’étude de ce transfert a forte poussée met
en lumiere les limites de I’approche homotopique qui suggerent une deuxieme
technique consistant a traiter le transfert dans le cas coplanaire comme une
succession d’arcs a longitudes minimales.

3.1 Définition du probleme

On s’intéresse a la trajectoire du dernier étage d’un lanceur, qui corres-
pond essentiellement a la partie de la trajectoire du lanceur hors de 'at-
mosphere, sans la mise a poste elle-méme. On souhaite trouver la trajec-
toire optimale pour la maximisation de la masse finale (critere L), avec les
contraintes et caractéristiques techniques données ci-apres. Parmi celles-ci,
on peut remarquer ’'utilisation de moteurs a poussée forte, avec la possibilité
de quelques rallumages, ainsi qu'un parametre et une excentricité de l'orbite
initiale faibles.

Dans un premier temps, au paragraphe 3.2, on considére une résolution
a poussée faible en utilisant une continuation notamment sur le cotit entre

67



tel-00633197, version 2 - 5 Dec 2011

Controle optimal et applications

énergie et consommation de carburant et en étudiant dans ce cadre 'amé-
lioration apportée par la détection d’événements.

Le transfert a réaliser, dont les spécifications sont décrites dans 1’étude
[23] dans le cadre du consortium OPALE, est particulier, il s’agit d’'un
transfert ELEO'-GEO? (I'inclinaison initiale considérée est faible), sans
rendez-vous. Ce genre de transfert est important puisque l'orbite ELEO
est proche de la Terre et l'orbite circulaire géostationnaire, pour laquelle un
véhicule reste a la verticale d’un point fixe sur la Terre, est particulierement
intéressante pour des applications en météorologie ou télécommunications.
On retient les caractéristiques suivantes pour I'orbite osculatrice initiale, as-
sociée au point de largage du premier étage que 1’on considere en premiere
approximation comme le point de sortie de 'atmosphere, & une altitude
d’environ 190 km? :

— Py =4139.297 km (parametre) ;

— eg = 0.369781 (excentricité) ;

— wp = —m/4 rad (argument du périgée) ;

— 49 = 6.020106 degrés (inclinaison),
la longitude du noeud ascendant étant supposée nulle. Pour une altitude de
181.044 km, la longitude correspondante est

lp = wg + 3.07373 rad,

de sorte qu’on est quasiment a ’apogée. Pour simplifier I’étude, on considére
I’argument du périgée nul et on fixe la longitude initiale a 'apogée.

La masse initiale mg est la somme de la masse a sec du deuxieme étage
du lanceur m;, de la masse de carburant m., et de la charge utile m,, :

mo = my -+ Me + My,.

On am; =6.2 T et m., =28 T, la masse utile variant entre 8 et 12 T. On
prend pour la suite mg = 42.2 T et my comme parametre du probleme. Le
moteur est caractérisé par I'impulsion spécifique et le débit suivants :

Ip =465 s, D =40 kg.s™ !,
soit une poussée maximale de :
Tmax = LspgD = 182.28 kN.

On considere des forces de poussée de cet ordre de 100 kN au paragraphe
3.3 avec une approche de résolution par arcs. En outre, selon le cahier des
charges CNES, les moteurs ont la capacité d’étre rallumés un certain nombre
de fois et on considere des transferts ayant un nombre de plages de poussée
compris entre cing et quinze.

!Equatorial Low Earth Orbit, orbite terrestre basse équatoriale, jusqu’a 2000 km d’al-
titude

2GEostationary Orbit, orbite géostationnaire, & 35786 km d’altitude

30n rappelle que le rayon terrestre est d’approximativement 6400 km
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3.2 Homotopie énergie-consommation et détection
d’événements a poussée faible

3.2.1 Homotopie énergie-consommation

On souhaite trouver des trajectoires pour le probleme de maximisation
de la masse finale par homotopie comme introduit au paragraphe 1.6. On
s’appuie pour cela sur le programme Mfmax développé et testé dans le cadre
de [36], voir [37] pour les détails, pour la poussée faible. La premiére approche
consiste en une continuation elle-méme décomposée en deux étapes : une
homotopie sur les conditions initiales et les caractéristiques du lanceur, et
une homotopie différentielle sur le critere de minimisation comme donnée
dans Mfmax. On étudie aussi 'utilisation de la sortie dense de 'intégrateur
pour améliorer I'intégration.

Sans connaissance a priori de la longitude ou du temps minimaux requis
pour effectuer le transfert entre les orbites ELEO et GEO, une stratégie
consiste & déformer 'orbite oscullatrice initiale selon une homotopie GTO*
vers ELEO ainsi que sur les caractéristiques du lanceur (poussée maximale,
Isp, mo) pour le probléeme L? (critere de minimisation de ’énergie), puis
d’appliquer I’homotopie de Mfmax pour trouver la solution du probleme
L! (critere de maximisation de la masse finale) & partir d’une solution du
probleme L2. On rappelle que la solution du transfert GTO-GEO est connue
pour des poussées de l'ordre de 100 N, un engin de masse initiale mg = 1.5 T
et une impulsion spécifique I, = 2000 s. On cherche alors a résoudre le
probleme L? avant le probleme de la maximisation de la masse finale car le
premier probléme a une régularité a priori supérieure. Pour fixer la longitude
cumulée finale du transfert, on utilise la possibilité de rallumer le moteur un
certain nombre de fois k£ comme défini dans [23], et on se donne la longitude
finale I; = Iy + 2k7. On suppose dans ce cas que les rallumages se font une
fois par révolution a l'apogée ou périgée. Ceci doit se vérifier a posteriori ;
c’est une hypothese treés raisonnable puisqu’on constate ce phénomene sur
différents cas d’étude dans le cadre de la poussée faible et moyenne. On
prend dans un premier temps k = 5. Lors du calcul, il faut aussi faire at-
tention a wune contrainte a vérifier a posteriori : la non-collision avec la
Terre, car laltitude du périgée de 'orbite initiale ELEO est négative. Cette
contrainte risque de ne pas étre vérifiée dans le cas de poussées faibles mais
doit a priori se vérifier dans les cas de forte poussée.

3.2.2 Structure de Palgorithme

Le code précédemment écrit est Mfmax développé dans le cadre de [36].
Les méthodes utilisées sont rappelées ici. La résolution du probleme de

4Geostationary Transfer Orbit, orbite de transfert géostationnaire, ot le périgée est a
environ 200 km d’altitude et ’apogée a 'altitude de la GEO
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controle optimal se fait par une méthode de tir couplée a de la continuation
différentielle [5], techniques appropriées quand le probléeme peut présenter
des commutations ou discontinuités. L’aspect le plus important de ’algo-
rithme est ’homotopie sur le critere de minimisation. Il s’agit de lier une
solution du probleme de la maximisation de la masse finale a une solution
d’un probleme plus simple a résoudre. La solution du premier probleme cor-
respond a une commande discontinue, et il est plus facile de résoudre la
probleme L? de 1’énergie minimale. Pour le probleme L! de la maximisation
de la masse, comme défini au paragraphe 1.5.2, on minimise la fonction

ty
/ |u|dt
to

avec u la valeur de la poussée. Dans le cas L? du paragraphe 1.5.3, le critere

est .
f
/ luf2dt.
to

On considere donc une homotopie convexe consistant a résoudre un probleme
paramétré dont le critere est

ty 5
/ Aul 4+ (1 — X)|u|*dt
t

0

en faisant varier A\ entre 0 et 1. On déforme ainsi la solution d’un probléme
a priori plus simple pour résoudre le probleme L.

La technique de tir consiste a résoudre un probleme aux deux bouts
(BVP?) en intégrant le systéme donné pour une valeur du vecteur adjoint ini-
tial. Le programme Mfmax effectue cette intégration a ’aide d’un intégrateur
de type Runge-Kutta, RKF45 [26]. Cet intégrateur est robuste et fonctionne
correctement, selon les résultats des divers tests effectués dans [36]. Cepen-
dant, la présence de commutations du contréle provoquant des discontinuités
du second membre du systeme (dans certains cas, pour certaines poussées),
le choix d’un intégrateur mieux adapté a ce type de difficulté peut s’avérer
plus judicieux. L’intégrateur RKF45, d’ordre quatre, de Mfmax est remplacé
dans cette étude par DOPRI5 [38]. C’est aussi un intégrateur de type Runge-
Kutta mais d’ordre cing, plus précis, avec adaptation de la longueur du pas
et sortie dense.

3.2.3 Détection d’événement et localisation des commuta-
tions

Le traitement des commutations du contréle pour améliorer rapidité et
précision du code doit surmonter deux difficultés. Les commutations doivent

Shoundary value problem
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d’abord étre précisément repérées et localisées, 'intégrateur doit ensuite
continuer l'intégration en tenant compte des commutations. La sortie dense
de DOPRI5 permet de traiter ces deux aspects.

La méthode utilisant les informations de la sortie dense pour localiser
précisément un instant de commutation est directement inspirée de [43].
On suppose dans la suite que le nombre de commutations est fini pour un
temps fini et que les trajectoires sont suffisamment régulieres pour que deux
commutations ne soient pas trop proches. Ceci est confirmé a posteriori par
les tests numériques. Lorsqu’on parle de commutation, il s’agit en fait de
changement de domaine de la fonction de commutation 1. Cette fonction,
donnée pour le transfert d’orbite par

Tm ax

w(mvvvmvprvp’l)’pm) =1~ ﬁTmaxpm - ‘pv‘7

avec x et v respectivement la position et la vitesse en coordonnées cartésien-
nes et 3 = (glsp) ! la constante de proportionnalité lorsque I’équation (1.6)
est mise sous la forme m = — (3T hax|u|, apparait naturellement dans I’appli-
cation du principe du maximum de Pontryagin. Selon le domaine dans lequel
elle se trouve, I'expression du controle est différente. Lors de ’exécution de
Mfmax, deux cas de figure se présentent. Si le parametre homotopique A < 1,
alors une commutation correspond a un point anguleux du controle. Si A > 1,
une commutation a lieu lors d’une discontinuité de u. C’est dans ce dernier
cas que le traitement des discontinuités est le plus important. L’intégrateur
connaissant la valeur au point z; de f(x1) calcule la valeur de f au point
suivant xo avec un pas h et la sortie dense permet d’obtenir une approxima-
tion peu couteuse de f(z1 + 6) avec 6 € [0, h]. Ceci permet de connaitre la
valeur de la fonction de commutation, v, en tout point de U'intervalle [zg, z1],
puisque 1 est explicite. Les points ou la fonction de commutation change de
valeur sont déterminés par dichotomie avec une précision de le — 12.

Pour quelques valeurs de la poussée maximale et une masse de m =
1500 kg, les commutations détectées par la méthode précédente sont mar-
quées dans un graphe (I,\) ou [ est la longitude cumulée, au-dessus du
graphe (I, |u|)x=1 correspondant (figures 3.1 a 3.6). La figure 3.7 explique
sur un exemple les phénomenes rencontrés.

Les observations précédentes permettent d’affirmer qu’il est nécessaire
de réaliser I’homotopie entiere pour connaitre la structure du controéle fi-
nal a cause de commutations qui apparaissent ou disparaissent au cours de
I’algorithme. On remarque aussi que les détections sont tres localisées. Sur
I’exemple de la figure 3.8, on voit bien que les détections s’accumulent autour
des longitudes ol le controle final est discontinu. On voit aussi avec le graphe
de droite représentant le moins lisse des chemins de zéros que les valeurs de
A ol sont effectuées les détections de commutations s’accumulent autour de
certaines valeurs. Celles-ci sont principalement A = 1 (car le controle est dis-
continu) et des valeurs pour lesquelles la méthode de prédiction-correction de
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Fic. 3.1 — Localisation des événements détectés (poussée maximale de
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F1a. 3.2 — Localisation des événements détectés (poussée maximale de 60 N)
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F1aG. 3.3 — Localisation des événements détectés (poussée maximale de 30 N)
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F1a. 3.7 — Localisation des événements détectés (poussée maximale de 10 N).
Pour de faibles valeurs de A, i.e. au début de ’homotopie, il n’y a pas de
commutation, l'intégrateur n’en détecte donc pas. L’homotopie atteint en-
suite une valeur de A pour laquelle au moins une commutation apparait
(1 sur la figure). Au fur et & mesure que A\ augmente, des commutations
nouvelles sont détectées (2), celles déja trouvées se déplacent ou méme dis-
paraissent (3). La disparition de commutation au cours de I’homotopie est
vérifiée par exemple pour | = 38rad (3). Pour A < 1, le contrdle u est
continu et 'ensemble E(X\) = {l € [I(to),{(ts)], |u| ¢ {0,1}} est 'union d’in-
tervalles |¢;(A), ¢ir1(A)[ (ol ¢;(N) est un point ou a lieu une commutation) et
éventuellement [I(Zg), c;(A)[ ou Jc;(N);l(tf)]. Lorsque A augmente, ces inter-
valles soit disparaissent (cas cité plus haut de commutations au bord d’un
tel intervalle se confondant avant que A = 1(3)), soit se séparent en plu-
sieurs intervalles du méme type (cas de 'apparition de commutations entre
leurs bornes (4)) ou disparaissent pour A = 1 (cas ou deux commutations
se confondent en un point de discontinuité de w (5)). En rapprochant les
graphes (I, \) et |u(l)|, on voit bien que l'intégrateur détecte les événements
comme voulu car les commutations détectées pour A = 1 correspondent bien
a des longitudes pour lesquelles le contréle est discontinu.

Mfmax rencontre des difficultés (par exemple présence d’une forte variation
de la dérivée). Cette accumulation de pas de 'homotopie autour de certaines
valeurs de A est particulierement flagrante dans le cas de la figure 3.9.

Ceci est une justification a posterior: de ’emploi de DOPRIbS. La simple
détection de commutations montre que 'intégrateur doit faire de tres nom-
breux pas autour d’une difficulté et la sortie dense est un moyen d’éviter de
trés nombreux petits pas. D’apres les tests, les commutations sont tres bien
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Fic. 3.8 — Lien entre détection, chemin de zéros et structure finale du
contrdle (poussée maximale de 100 N)

détectées, puisqu’elles se rapprochent des points de discontinuités au cours
de 'homotopie. Il est cependant toujours possible que deux commutations
trés proches ne le soient pas.

Remarque 7. Sur la figure 3.2, les valeurs de A\ pour lesquelles des commu-
tations sont détectées sont régulierement réparties car le chemin de zéros
est tres irrégulier. A Iinverse, dans le cas de la figure 3.6, '’homotopie effec-
tue des pas beaucoup plus grands car les chemins sont tres réguliers, c’est
pourquoi ’algorithme n’effectue pas de pas entre 0.76 et 1 malgré un grand
nombre de commutations.

3.2.4 Passage des commutations

Une fois une commutation détectée, 'intégration est reprise juste apres
celle-ci et le pas d’intégration peut s’allonger si une nouvelle commutation
n’est pas rencontrée immédiatement apres, ce qui diminue le temps de cal-
cul par rapport au cas ou l'intégrateur adapte son pas sans information
supplémentaire. Selon les tests effectués (table 3.1), on observe globalement
que le temps de calcul en utilisant DOPRI5 sans sortie dense est plus court
que celui avec RKF45 et encore plus court que celui avec DOPRI5 et la
sortie dense utilisée pour A = 1. L’utilisation de la sortie dense a chaque
étape des deux homotopies consomme plus de temps. Ces tendances se re-
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F1a. 3.9 — Concentration des commutations localisées (poussée maximale de
0.5N)

trouvent dans [43]. On observe aussi que les appels au second membre du
systeme dans la function de tir (sous-routine Phifun dans ftir.f) sont moins
nombreux avec DOPRI5, de 20 & 25% pour la premiere homotopie et de 10
a 20% pour la seconde.

Il est intéressant de remarquer la propriété suivante. La maniere dont
sont traitées les commutations n’a a priori pas d’influence sur les chemins
de zéros dans la seconde homotopie. Ceci se vérifie empiriquement sur les
exemples.

La détection de commutations, couplée a la sortie dense, permet d’amé-
liorer 'intégration pour le calcul de la fonction de tir a chaque pas de I’homo-
topie. Elle peut aussi étre utilisée pour améliorer ’homotopie. On remarque
en effet que les commutations détectées se déplacent assez régulierement,
méme si la présence de disparition ou d’apparition de commutations au
cours de I'homotopie doivent étre prises en compte. A une certaine étape de
I’homotopie, on pourrait donc avoir une approximation de la position des
commutations pour le pas suivant qui permettrait d’améliorer la longueur
et la direction de ce pas.

77



tel-00633197, version 2 - 5 Dec 2011

Controle optimal et applications

Premiere homotopie | Deuxiéme homotopie

t n t n

Poussée de 60N

DOPRI5 (sans sortie dense) 0.701 578334 2.118 1763815
DOPRI5 (avec sortie dense pour tout A) | 0.703 578334 3.407 1774249
DOPRI5 (avec sortie dense pour A = 1) 0.698 578334 2.133 1764305

RKF45 0.841 730325 2.508 2194204
Poussée de 30N
DOPRIS5 (sans sortie dense) 1.354 1124672 1.231 1033099

DOPRI5 (avec sortie dense pour tout A) | 1.358 1124672 1.979 1034998
DOPRI5 (avec sortie dense pour A = 1) 1.354 1124672 1.269 1033147

RKF45 1.640 1419674 1.415 1249878
Poussée de 10N
DOPRI5 (sans sortie dense) 3.036 2503890 7.713 6654257

DOPRI5 (avec sortie dense pour tout A) | 3.019 2503890 | 12.216 | 6586769
DOPRI5 (avec sortie dense pour A = 1) 3.001 2503890 8.136 6656105

RKF45 3.677 3177563 8.901 7806275
Poussée de 2N
DOPRI5 (sans sortie dense) 13.459 | 11098310 | 15.874 | 13179289

DOPRI5 (avec sortie dense pour tout A) | 13.471 | 11098310 | 25.747 | 13486951
DOPRI5 (avec sortie dense pour A =1) | 13.464 | 11098310 | 16.250 | 13181201

RKF45 17.353 | 14966891 | 18.327 | 16084624
Poussée de 1N

DOPRI5 (sans sortie dense) 23.246 | 19158570 | 17.81 ‘ 14855867
DOPRI5 (avec sortie dense pour tout ) | 23.184 | 19158570 pas de CV
DOPRI5 (avec sortie dense pour A =1) | 22.979 | 19158570 | 18.505 | 14856539
RKF45 28.954 | 25241451 | 19.271 | 16951701

TaB. 3.1 — Comparaison des intégrateurs a poussée faible : temps de calcul
t [s] et nombre d’évaluations du second membre du systéme différentiel n [-]

3.3 Résolution pour la poussée forte

3.3.1 Limitations de ’approche homotopique a partir de la
poussée faible

On cherche dans un premier temps a étendre 'approche précédente en
augmentant la valeur de la poussée maximale.

L’homotopie sur les conditions initiales, la masse, la poussée maximale
Tax et 1'ls, est effectuée en conservant un nombre de révolution fixe. La
solution correspondant au probleme L? est donnée par les figures 3.10, 3.11
et 3.12.

A partir de la solution du probleme L2, on souhaite trouver la solu-
tion du probleme L! par homotopie sur le critére. Cependant pour Timax =
182.28 kN I'homotopie bloque dés le premier pas, car la grande valeur de
Timax induit une grande variation du critere, difficulté que I’algorithme ne
surmonte pas avec I’homotopie différentielle. Au cours de I’homotopie sur les
conditions initiales et les caractéristiques du lanceur, on constate que I’ho-
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Control vs time, Tmax =182280 N, clf = 21404, m, = 10653.2774 kg.
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FiG. 3.10 — Commande optimale pour le probleme L? et cing révolutions.
L’échelle en ordonnée est de une unité pour une force de Tmax. Les poussées
les plus fortes valent environ 5 kN, il n’y a donc jamais de saturation pour
une telle longitude finale. On remarque aussi que la poussée atteint des
maxima locaux aux périgées ainsi qu’au dernier apogée.
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FiG. 3.11 — Trajectoire optimale pour le probleme L? et cing révolutions. La
contrainte de non-collision n’est pas satisfaite dans ce cas, seule la derniere
révolution se fait sans passer par des altitudes négatives.
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FI1G. 3.12 — Evolution des paramétres géométriques de 'orbite osculatrice
pour le probleme L? et cing révolutions. La masse finale est d’environ 10.6
T, elle viole la contrainte my > m, +m;. La masse finale est aussi supérieure
a cette valeur dans le cas de la maximisation de la masse finale

motopie du L? vers le L! n’est plus exécutée par Mfmax sans modification
de l'algorithme & partir du moment ou Tmax atteint quelques milliers de
newtons. On constate aussi que c’est bien cette poussée qui est le parametre
le plus sensible et qu’il a une influence plus grande que d’autres parametres
sur la convergence de l'algorithme. Les différences entre la résolution du
probleme L! et L? viennent du fait que leurs natures respectives, assez simi-
laires pour des poussées faibles puisque les solutions sont liées facilement par
homotopie, changent beaucoup lorsque la poussée maximale augmente. Pour
la suite, on cherche donc a trouver des chemins homotopiques pour lesquels
les deux problemes sont plus proches. Une autre solution consiste a effectuer
directement une homotopie sur les conditions initiales et les caractéristiques
du lanceur pour le probleme L'.

Avec la solution trouvée précédemment, on en cherche une autre pour
le probleme de I’énergie minimale avec une longitude finale plus petite. En
faisant ceci, on augmente la valeur maximale de la poussée atteinte lors du
transfert, jusqu’a finalement atteindre la saturation. On sait que la solution
du probleme L! atteint cette saturation et que la commande correspondante
est discontinue ayant pour valeur 0 ou Tmax. En diminuant [, on augmente
la poussée maximale, et on augmente donc les zones de saturation de la
poussée et on a a priori rapproché les problemes L' et L? (& I'extréme,
pour [y =1 Fmin- les solutions des problemes a temps minimal, a énergie
minimale et & masse finale maximale coincident). Sur les figures 3.13, 3.14
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Control vs time, Tmax =182280 N, clf = 2677.759, m= 4150.27 kg.
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F1G. 3.13 — Commande optimale pour le probleme L? et une demi-révolution.
Les poussées sont tres nettement concentrées au début du transfert ainsi que
sur la fin. La phase de poussée tres faible correspond a une trajectoire tres
proche du domaine elliptique et est quasiment radiale.

et 3.15, on peut voir le résultat des simulations pour Iy de I'ordre de 5/4m
pour le probleme L2.

Si les figures précédentes peuvent donner une bonne idée de la politique
L' (a priori une grosse phase de poussée maximale au début puis un dernier
boost & la fin), ’homotopie L? vers L' n’est pas plus facile. Il est de plus dif-
ficile d’obtenir des résultats avec un [y plus petit et plus de saturation. Pour
des poussées maximales de 'ordre de quelques milliers de newtons (jusqu’a
environ 6000), la connexion entre les problemes L' et L? peut se faire avec
Mfmax. En diminuant [y pour augmenter les phases de saturation dans le
probleme L2, on constate que les politiques de commande sont assez sem-
blables (méme si les zones aux alentours des discontinuités sont forcément
différentes), mais ceci ne facilite pas pour autant la poursuite de ’homo-
topie sur la poussée maximale. Sur les figures 3.16, 3.17 et 3.18, on peut
voir le résultat des simulations pour un [y relativement faible, dans le cas
du probleme L'. Dans le cas d’une [ ¢ plus grande et pour des poussées de
I’ordre de 5000 N, on retrouve une répartition de la poussée sur les apogées
et le dernier périgée (figures 3.19, 3.20 et 3.21).

L’approche homotopique pour la maximisation de la masse finale per-
met la convergence sans connaissance a priori jsuqu’a environ 1 kN et une
nouvelle approche pour la poussée forte doit étre envisagée.

Les nombreux tests numériques précédents mettent en évidence deux
difficultés : un probléme de convergence pour I’homotopie L? — L' & par-
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F1G. 3.14 — Trajectoire optimale pour le probleme L? et une demi-révolution.
La contrainte de non-collision est quasiment satisfaite dans ce cas, puisqu’en
poussant tres fort sur une phase assez longue des le début du transfert, on
atteint un premier périgée ayant une altitude négative mais proche de 0.

T oax = 182280 N, clf =2677.759 m, = 4150.27 kg.
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FIG. 3.15 — Evolution des parametres géométriques de l'orbite osculatrice
pour le probleme L2 et une demi-révolution.

tir de poussée dont l'ordre de grandeur est le kilonewton (cent fois moins
que l'objectif a atteindre), ainsi que l'activation de la contrainte de non-
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Control vs time, Tmax =3104.1 N, clf = 135.06, m, = 4410.1435 kg.
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Fi1G. 3.16 — Commande optimale pour le probleme L' et environ deux
révolutions. On retrouve les deux phases de poussées rencontrées aupara-
vant. On retrouve la méme politique de commande en L' dans ce cas.

-40 -20 0 20 -40 -20 0 20 40

F1G. 3.17 - Trajectoire optimale pour le probleme L'. On peut faire la méme
remarque sur la non-collision que précédemment.

collision avec la Terre en raison notamment de la faible altitude initiale. La
premiere difficulté s’explique par I'absence d’activation de la contrainte de
poussée maximale pour des stratégies minimales pour le critere L? pour les
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T =3104.1 N, clf = 135.06 m, = 4410.1435 kg.
max f
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FI1G. 3.18 — Evolution des paramétres géométriques de 'orbite osculatrice
pour le probleme L.

Control vs time, Tmax =6145.45 N, clf =991.8831, m, = 13378.4349 kg.
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FiG. 3.19 — Commande optimale pour le probleme L! et environ 6 rallu-
mages. On retrouve les phases de poussées concentrées aux périgées et au
dernier apogée.

valeurs de longitude finale considérées (décroitre celle-ci pour forcer 'activa-
tion s’avérant par ailleurs difficile numériquement) : les stratégies obtenues
sont alors tres éloignées de celles minimisant le critéere L' qui sont formées
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F1G. 3.20 - Trajectoire optimale pour le probleme L!. Vu que I’on a le méme
ordre de grandeur que dans le cas d’avant, on peut faire la méme remarque

sur la collision.

Tmax =6145.45 N, clf = 991.8831 m, = 13378.4349 kg.

FiG. 3.21 — Evolut
pour le probleme L
utile plus la masse

1
0

10 20 30 ofﬁ
&2
-4

ion des parametres géométriques de ’orbite osculatrice
1. On a ici une masse finale quasiment égale & la charge
du lanceur.

d’une succession d’arcs de poussée de module maximal et de poussées nulles.
Le mécanisme de détection de commutation, tres efficace a poussée moyenne
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ou faible, n’est par ailleurs pas crucial a tres forte poussée. On en déduit la
nécessité d’un double calibrage : par rapport a T« mais aussi par rapport
aux conditions aux limites (contrainte de collision).

Concernant les difficultés liées a I’homotopie sur la poussée maximale, un
complément d’expérimentation valide la limite de ’approche homotopique
utilisée dans Mfmax (homotopie sur les conditions initiales minimisant le
critere L2 puis homotopie L? vers L!) aux environs du kilonewton. Il convient
de noter qu’en deca de ce seuil, ’algorithme converge sans connaissance a
priori de la solution. Pour la collision, on souhaite éviter de rendre active
la contrainte sur 1’état correspondante qui nécessite un traitement et une
étude spécifiques.

3.3.2 Approche multi-arcs

Les expérimentations réalisées a poussée faible ou moyenne montrent que
la structure de la stratégie de controle employée est sensible a I’excentricité
initiale : on choisit de laisser celle-ci inchangée (ep = 0.37) et de jouer uni-
quement sur la valeur initiale du parametre (la cible étant toujours l'orbite
géostationnaire) afin de modifier 1’état initial pour rester au dela d’une alti-
tude minimale par rapport a la Terre. Sur le cas d’étude retenu, on a donc
fait les changements suivants par rapport au probleme initial :

— transfert coplanaire (cette simplification est motivée par 'intérét de

parametrer le systeme par la longitude),

— parametre initial porté a 8500 km (au lieu de 4000 km).

Cette augmentation du parametre conduit, pour un transfert de longi-
tude finale fixée de maniere & obtenir une stratégie a consommation minimale
a Thmax = 1 kN avec 9 arcs de poussées, a une trajectoire d’altitude minimale
d’environ 675 km (voir la figure 3.22). Une stratégie a 11 plages de poussée
dans les mémes conditions conduit & une altitude minimale d’environ 202 km
(voir la figure 3.23).

La nouvelle approche consiste alors, partant de la trajectoire en consom-
mation minimale & 9 arcs de poussée et Trax = 1 kN qui joue le role de
référence, a remplacer le probléme de minimisation de la consommation par
une séquence de problemes de transfert d’orbite plus simples, a longitude mi-
nimale cette fois. Le flot extrémal pour les deux criteres est en effet identique
sur un arc de poussée (seules les conditions aux limites du probleme aux deux
bouts correspondant changent a cause des relations de transversalité), si bien
qu’il est raisonnable d’espérer obtenir une trajectoire de cott similaire en
substituant a la précédente une trajectoire obtenue par concaténation d’arcs
a longitude minimale. Les conditions aux limites pour I’état sur chaque arc
sont extraites de la trajectoire de référence (cf. figure 3.24). L’intérét est
qu’on peut alors renormaliser le probleme sur chaque arc tout en éliminant
du calcul les portions du transfert ou le controle est nul. Contrairement
au cas des poussées faibles, le petit parametre est ici &€ = 1/Tpax, et la
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40

Fig. 3.22 — Transfert coplanaire a consommation minimale a 9 boosts,
Tmax = 1 kN. Distance a la collision 675 km.

40

F1G. 3.23 — Transfert coplanaire consommation minimale & 11 boosts, Tmax =
1 kN. Distance a la collision 202 km.

poussée sur chaque arc tend & devenir impulsionnelle. Cette difficulté in-
trinseque du probleme de consommation minimale qui voit apparaitre des
zones de poussées de plus en plus intenses et courtes délicates a traiter par
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I'intégrateur numérique, est absorbée par la renormalisation suivante.

On commence par reformuler le probleme en prenant comme nouvelle va-
riable indépendante la longitude au lieu du temps comme dans les chapitres
précédents. Cela est directement possible en coplanaire, le terme de controle
normal étant nul et '’expression de la dérivée en temps de la longitude

[ = go(l, x)

ne fait pas intervenir le contréle. .On renormalise ensuite la longitude pour
absorber le petit parameétre et obtenir finalement un systéme de la forme (le
nouvel état x désignant les composantes hors longitude : = (P, ez, ey))

dx

2
1
=Y whlet+esa), <1, (3.1)
=1

dm Blul

i o el BN 3.2
ds go(lo +es,z)’ (32)

ou € = u/Thax, B = B/, et s = (I —1lg)/e. On a toujours la notation
1 pour la constante de gravitation définie au paragraphe 1.4.1, 8 comme
précédemment et [y est la valeur de la longitude initiale sur I’arc de poussée
considéré.

3.4 Application

Etant donnée une trajectoire de référence (en l'occurence la trajectoire
a consommation minimale & 9 arcs de poussée pour T.x = 1 kN citée a la
section précédente) qui induit une séquence d’arcs (c’est-a-dire une suite de
conditions aux limites), l’algorithme est paramétré par trois valeurs :

— la poussée maximale Tpax (1'objectif étant d’atteindre la centaine de
kilonewtons),

— le coefficient 3 inversement proportionnel a I'impulsion spécifique,

— un coefficient numérique noté cdl qui sert a centrer approximative-
ment les arcs a longitude minimale sur une valeur prescrite en longi-
tude pour chacun d’eux (la difficulté étant qu’on ne connait évidem-
ment pas a priori la valeur de la longitude minimale), ce centrage étant
heuristiquement vérifié pour les arcs de poussée en consommation mi-
nimale (autour des périgées et apogées, en pratique).

La gestion du second parametre, 3, s’avere délicate numériquement : afin
d’assurer la convergence sur l’ensemble des arcs pour les poussées fortes
qui sont atteintes, on est contraint de coupler a I’homotopie sur le petit
parametre £ = 1/T},x une deuxieme homotopie, elle aussi discrete, sur le
parametre 3. Pratiquement, on a di diminuer (3, i.e. augmenter 'impulsion
spécifique, pour garantir cette convergence .
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F1G. 3.24 — Pour un transfert coplanaire & consommation minimale a 9 boosts
avec Tmax = 1 kN, on représente les arcs de poussée.

Moyennant cette double homotopie, on atteint ’ordre de poussée ini-
tialement requis, a savoir la centaine de milliers de newtons. Les trajec-
toires ainsi générées donnent une premiere idée de ce que peuvent étre des
stratégies discontinues pour un lanceur initialement d’une quarantaine de
tonnes (mg = 42.2 T). Dans la mesure ou I'impulsion spécifique doit étre mo-
difiée, on n’a toutefois pas de renseignement a ce niveau quant a la consom-
mation elle-méme. Notons par contre que la pertinence de ’approche est
validée par le fait qu’'on arrive a régénérer (dans ce cas sans modification
de ) une performance identique en consommation (a 0.1% pres) en sub-
stituant pour Tinax = 1 kN une séquence d’arcs a longitude minimale au
transfert & consommation minimale (voir la figure 3.25). Les résultats pour
Tmax = 9 kN (respectivement § = 5e — 2, la valeur nominale étant d’environ
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Fia. 3.25 — Transfert multi-arcs, Tihax = 1 kN (8 = 6e — 2, nominal).

Consommation minimale & 0.1% de 'optimum.
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F1a. 3.26 — Transfert multi-arcs, Thax = 9 kN (8 = 5e — 2).

B = 6e —2) et Tiax = 100 kN (respectivement 3 = le — 3) sont également

présentés (figures 3.26 et 3.27).
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F1a. 3.27 — Transfert multi-arcs, Tiax = 100 kN (5 = le — 3).

3.5 Comparaison des approches

Une premiere conclusion de I'étude est la mise en évidence de la limi-
tation de ’approche homotopique implémentée dans Mfmax, approche qui
combine deux homotopies successives (sur les conditions initiales, sur le cotit
ensuite, homotopie L2L'), au deld du kilonewton en poussée. Cet ordre
de grandeur n’est pas modifié lorsqu’on ajoute au code un mécanisme de
détection des commutations, lequel mécanisme suggere un couplage fin entre
intégration et homotopie, ceci étant clairement surtout critique & poussée
moyenne ou faible.

Les résultats obtenus montrent également que la contrainte de collision
est activée a cet ordre de poussée pour les conditions nominales et une
longitude finale correspondant a une séquence d’une dizaine de rallumages.
Afin de ne pas avoir a traiter une contrainte sur I’état, on a préféré augmenter
le parametre initial (sans toucher par contre a l'excentricité) : la valeur
minimale du parameétre a considérer dans ce contexte est d’environ 8500 km.

L’approche multi-arcs proposée qui tire parti de l'identité du flot ex-
trémal & consommation et longitude minimale en phase de poussée permet
d’atteindre les ordres de grandeur recherchés en Ty,,x, & savoir la centaine de
kilonewtons. Ayant absorbé sur chaque arc le petit parametre € = 1/Tax
par une renormalisation de la longitude (prise comme nouveau temps), la
convergence est obtenue pour une séquence de conditions aux limites ex-
traites d’un transfert a consommation minimale de référence. Cette conver-
gence a néanmoins requis d’augmenter 'impulsion spécifique, ce qui doit

91



tel-00633197, version 2 - 5 Dec 2011

Controle optimal et applications

pouvoir étre évité. On sait en effet que la fonction valeur qui, g et la longitude
finale étant fixés, a Tinax associe la consommation minimale est décroissante
(relation évidente d’inclusion de ’ensemble des trajectoires admissibles), de
sorte qu’il ne doit pas étre nécessaire de faire décroitre (.
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Chapitre 4

Etude de métriques
presque-riemanniennes sur
les deux-spheres de
révolution

Résumé. On présente les propriétes des métriques dont la forme polaire
s’écrit g = dp? + G(p)df? sur une deux-sphere de révolution o1 @ est I’angle
de révolution et ¢ I'angle le long du méridien mesuré a partir du pole Nord.
Ces métriques apparaissent dans I’étude du transfert orbital comme des
déformations a un parametre de la sphere ronde et dans cette déformation
la métrique peut présenter une singularité a 1’équateur. Ce chapitre, qui
complete certains résultats de [12] par une étude en cours, a deux objec-
tifs : il s’agit d’abord de paramétrer les géodésiques, toutes ces métriques
étant Liouville intégrables; on souhaite ensuite caractériser sous certaines
hypotheses 'optimalité des trajectoires en calculant les lieux de conjugai-
son et de coupure. On présente finalement les calculs dans les cas issus du
transfert orbital coplanaire moyenné bientrée et tangentiel et un cas de com-
plexité intermédiaire. On utilise dans nos calculs les fonctions elliptiques de
Jacobi et les transformations de Mobius. Un autre point de vue utilisé par
[22] consiste a utiliser des fonctions de Weierstrass.

4.1 Introduction

Dans ce chapitre, on se propose d’analyser des métriques de la forme
g = dp?+G(p)df sur la sphere S? de révolution ot § est 'angle de révolution
et ¢ est I’angle selon le méridien, avec ¢ = 0 qui correspond au pole Nord.
En particulier on centre ’étude sur les métriques présentant une symétrie
par rapport a l’équateur, ce qui se traduit par la relation G(m — ¢) = G(¢).
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En outre on suppose que G'(¢) # 0 sur |0, 7/2[. L’étude de telles métriques
est un probléeme standard de géométrie. Un exemple simple est en effet
obtenu par la restriction de la métrique euclidienne a la sphere unité et
la métrique prend la forme dy + sin? pdf. On peut généraliser ce cas en
considérant la restriction a l’ellipsoide de révolution défini par la courbe
z = e€cosp, y = sinp ce qui génere deux cas géométriques : le cas oblat
lorsque 0 < € < 1 et le cas prolat pour € > 1. La métrique associée est alors
g = fi(@)de? + fa(p)db?, on fi = cos? p + 2sin? p, fo = sin? . Elle peut
étre mise sous forme polaire au moyen de la quadrature

ES /Ow(l - (1— 52) sin? v)dp

ce qui conduit & introduire la fonction elliptique de Jacobi ¢ = E(y, k) dans
le cas oblat. L’étude de telles métriques remonte au probleme de Jacobi du
calcul des lieux de conjugaison et de coupure pour l’ellipsoide de révolution.
Ce genre de métrique apparait aussi naturellement dans le probléeme de
transfert orbital planaire a poussée faible comme décrit au chapitre 2 et le
controle d’un systeme quantique dissipatif a deux niveaux.

La premieére motivation du chapitre est 'analyse du flot géodésique pour
une métrique de la forme dp? + G(¢)d6#? pour I'application & des problemes
de controle optimal. Cette analyse est reliée a des études de géométrie rie-
mannienne classiques : le probleme est de classifier le flot extrémal afin de
déduire des résultats d’optimalité, de calculer pour chaque point initial g
le lieu conjugué C(qo) et le lieu de coupure Cy,. On cherche a caractériser
géométriquement les métriques sur une deux-sphere de révolution telles que
le lieu de coupure d’un point est une branche simple sur le parallele anti-
podal (sur le méridien opposé) et le lieu conjugué n’a que quatre points de
rebroussement, ceci généralisant le cas de I’ellipsoide de révolution oblate.

L’étude a des applications directes dans le cas du transfert d’orbite de
satellite : puisque le lieu de coupure est situé sur le parallele antipodal,
un point de coupure n’apparalt qu’apres avoir traversé 1’équateur, ce qui
correspond & e = 1 et en pratique cela ne se produit pas.

Ce chapitre est composé de quatre parties. On rappelle brievement le
lien entre le probleme de transfert d’orbite et le cadre des métriques bidi-
mensionnelles de la forme dp? + G(p)d#?p. Au paragraphe 4.3, on introduit
ensuite les concepts de métriques sur une deux-sphere de révolution et on
caractérise la transcendance des solutions. A la section 4.4 on analyse les
lieux de coupure et de conjugaison dans le cas reflexif G(m —¢) = G(¢). En-
fin, au paragraphe 4.5, on présente des calculs liés au probleme de transfert
orbital.
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4.2 Lien avec le probleme de transfert d’orbite co-
planaire
Comme défini au chapitre 2, on considere le probleme de la minimisation

de I'énergie et la moyennation du hamiltonien correspondant par rapport a
la longitude conduit au hamiltonien moyenné (2.2)

_onl/3 1 [5(1—62) 5 (5 —4e?) 2]

H=——r*555 5 Pet o P

ol n est le mouvement moyen, e I’excentricité de ’orbite, # 'angle du périgée
et p = (pn,Pe,po) est le vecteur adjoint. Par le changement de variables

n = (5r/2)5/5 et e = sing, H est le hamiltonien associé & la métrique
riemannienne :
as? = art+ = (a2 + sin’ ¢ d6?
st =dr*+ —
A\ T A (1 @2)sing?)
avec ¢ = 1/2/5 et u = 1/4/5. Ceci nous amene & considérer deux métriques :

la métrique
2, 1o
dr® + gdw
qui est associée aux transferts d’orbite ou I’angle 6 reste fixe (une application

importante est le cas correspondant aux transferts vers une orbite circulaire)
et la métrique dp? + G(p)d6?,

sin? ¢

G(p) =

1—(1—p?)sin?p

qui décrit ’évolution des variables (¢, 0). Il faut noter que e € [0, 1] et qu'une
telle métrique est définie sur I’hémisphere Nord mais on peut ’étendre ana-
lytiquement sur la sphere entiere C’est une déformation de la sphere ronde
via ’homotopie :
-2

sin® ¢
G =—
M) 1 — Asin?
ou A € [0, 1] est un parameétre.

Si on suppose que la poussée du véhicule spatial n’est orienté que dans
la direction tangentielle, le hamiltonien prend la forme suivante selon la

proposition 12
[ 9n1/3p2 L] 4(1 — 62)3/2p2 N 4(1 — €?) 2
2 7T A 141 —e2 ¢ 14 (VI—ed)e? !

et en réutilisant la transformation n = (5r/2)%/° pour n mais une autre
transformation

e =sinpy/1+ cos? ¢
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pour e, la métrique associée devient

2 sin? (2 — sin? p)?

ds? = dr? + = [dp® + . do
c3 4cos*

oil c3 = 2/5 < ¢ < 1. Comme précédement la restriction & S? conduit a la
métrique

g =dy?® + G(«p)d@2

Glo) = sin? (2 — sin? p)?
vr= 4cos? ¢ '
Ceci correspond a la déformation (A = 1) sur la sphére ronde en utilisant

I'homotopie Gy (¢) = XR(AX), X = sin?p et

1—-X/2\* 1 2 1
RX)y=(—F+) =11
(X) (1—X) 4(+1—X+G—Xﬁ>
Il faut noter cependant que dans ce cas la métrique n’est pas lisse sur
toute la spheére pour A = 1, puisque ’équateur est un pole d’ordre 2. Cette

singularité ne peut pas étre éliminée puisque la courbure de Gauss K tend
vers moins 'infini lorsque e — 17.

4.3 Meétriques presque-riemanniennes sur une 2-
sphere de révolution

4.3.1 Préliminaires

On considere des métriques de la forme g = dp?+G(p)d6? et on suppose
que g est symétrique par rapport a I'équateur : G(m — ¢) = G(p). Un cas
particulier intéressant est le cas ot G est de la forme G(p) = sin? p R(sin? ¢),
ol R est une fraction rationnelle R(0) = 1. On peut interpréter ces métriques
comme une déformation de la sphere ronde en utilisant ’homotopie G5 (X) =
XR(AX), X = sin? ¢. De plus on suppose que G'(¢) # 0 pour ¢ €]0,7/2].
La courbure de Gauss est alors donnée par

_ 1 VG
VG 0¢?

et on se restreint au cas ou la courbure de Gauss admet un extremum sur
I’équateur. S’il s’agit d’'un maximum on est dans le cas dit oblat et s’il s’agit
d’un minimum c’est le cas prolat. Dans I’homotopie définie précédemment
GA(X) on autorise le cas presque-riemannien ou G admet un pole a I’équa-
teur. Si le pole de v/G est d’ordre un, on appelle ce cas le cas de Grusin et si
c’est un pole d’ordre deux le cas de Martinet. De nombreuses métriques de
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ce type peuvent étre construites par la restriction de la métrique euclidienne
a la surface de révolution générée par la courbe z = f(y) difffomorphe a
un demi-cercle et la condition K > 0 correspond a une surface strictement
convexe.

4.3.2 Propriétés du flot géodésique
On définit ¢ = 7/2 — . Le hamiltonien s’écrit

1 P2
H=(p21 P
2 (p YT GW)
et en paramétrant par la longueur d’arc on est amené a analyser le systeme
mécanique écrit sous la forme

7
G(v)

ou py est une constante correspondant a la relation de Clairaut. On définit
le potentiel

Vs =1

P
V() =
(¥) G
et on obtient ’équation
dy\ > B
(9" v o1

On considere le cas riemannien. Dans ce cas si pg = 0, les courbes géodésiques
sont des cercles et on a deux poéles : le péle Nord pour ¢ = 0 et le pole Sud
pour ¢ = /2. Si pyg # 0 une solution peut étre un parallele mais puisque
G'(¢) # 0 pour ¢ €]0,7/2[, le seul parallele solution est I’équateur. Toutes
les autres solutions sont de méme nature : le potentiel est croissant de V' (0)
jusqu’a l'infini et 'intersection avec H = 1/2 définit une solution périodique
1 qui est symétrique par rapport a I’équateur et oscille périodiquement entre
des bornes —¢4 < 0 < ¥4 et dont la période T' et 'amplitude ne dépendent
que de pg, voir 'illustration de la figure 4.1.

En particulier chaque solution traverse I’équateur et peut étre détermi-
née par la branche évaluée sur un quart de période T'/4 ou ¥(t) € [0, 1]
grace a la solution de ’équation différentielle

& =TV

et on a alors

T (s dap

1)y VIoV@)

L’intégrale dans le membre de droite caractérise la transcendance intrinseque
du probleme.
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L0)
0.2f

T
N,

Fic. 4.1 - A gauche, le niveau d’énergie donne les bornes entre lesquelles la
solution oscille, et on en déduit a droite le portrait de phase.

4.3.3 Transcendance du probléme

La transcendance du probleme est liée a la transcendance de ’application
retour. Plus précisément on définit X = sin®+) o1 ¢ €]0,7/2[, et on obtient

X

[ [
1— V() 2/X(1-X)1-V(X))

Cas harmonique

En simplifiant I'intégrale précédente, on obtient une intégrale de la forme
/ R(X)dX
VP (X)

ou P(X) est un polynéme de degré deux avec une racine triviale X = 0 et
R(X) est une fraction rationnelle.

Cas elliptique

Apres simplification, I'intégrale ci-dessus se réduit a une intégrale de la
forme

/ R(X)dX

VP(X)

ou P(X) est dans ce cas un polynéome de degré trois ou quatre possédant
une racine triviale X = 0 et R(X) est une fraction rationnelle.
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4.3.4 Application premier retour et intégration de la va-
riable 6

Un procédé standard consiste a paramétrer le probleme selon la variable
1. L’algorithme est alors le suivant.

On peut supposer que ¥(0) = 0 et que 1!1(0) > 0. Ceci signiﬁe qu’on
considere la branche ascendante ¢ (t) € [0,4], ou Y =+/1- ) et qu’en-
suite entre [1)4,1_] on utilise la branche descendante. En posant 6(0) =0
en utilisant la symétrie de révolution, les intersections successives de 60(t)
avec I’équateur sont notées Af, 2A0,... Par symétrie on peut supposer que
le nombre de ces intersections est paire 2n et on obtient ainsi I'expression

dé oH  pg  V(¢)

dt ape  Gly)  po
dep B
T /1 -V(¥)
a - £+

1-V(¥)

On a alors
ON] d
9(t)=(2n—1)A0+/0 V() <—1_¢V(¢))

ou ¥(t) < 0. On obtient

0
o(t) = (2n — 1)A0 + /W) m.

En particulier, € a la méme transcendance que ’application période.

L’évaluation de telles intégrales est expliquée au paragraphe 4.5. Il faut
noter que le cas presque-riemannien avec un pole sur I’équateur n’augmente
pas la complexité des intégrales a évaluer.

4.4 Probleme d’optimalité

Au paragraphe précédent, on a montré que sous des conditions assez
faibles (G'(¢) # 0 sauf & ’équateur) le flot géodésique est particulierement
simple et on n’a qu'un seul type de trajectoire. En ce qui concerne le
probleme d’optimalité, la situation est plus complexe puisqu’en gros il faut
calculer les points d’intersection de géodésiques partant d’'un point donné.
Pour calculer et controler ces intersections, 'hypotheése G(m — ¢) = G(p)
est fondamentale, en particulier pour la raison suivante.

Soit un point initial gy = (#(0) = 0,¢(0)) et un vecteur tangent py # 0.
Si ¢(0) = py(0) # 0 il existe deux géodésiques distinctes de méme longueur
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qui se coupent sur le parallele antipodal : m — ¢(0) et elles correspondent au
méme pyp, |9(0)].

La symétrie de révolution joue aussi un role évident concernant les calculs
d’intersection. Il existe deux géodésiques distinctes associées respectivement
a +pp et au méme $(0) qui se coupent sur le méridien opposé.

Une premiere étape pour le probleme d’optimalité consiste donc a cal-
culer le lieu de séparation L(qy) ou deux géodésiques distinctes de méme
longueur se coupent.

On considére par la suite une métrique singuliere sous la forme g =
de? + XR(X)d#?, avec X = sin? p et

Qn
R(X) = Z ma agy ..., ap—1 > 0, an >0,

n=0
et on utilise les théorémes suivants de [12].

Théoréme 2. Pour une métrique singuliére g, sous [’hypothése que A6 est
sctrictement décroissante pour pg > 0, les lieur de coupure sont des arcs
antipodauz. Le lieu de coupure d’un péle est le pole opposé, celui d’un point
de léquateur est I’équateur moins ce point et c’est un arc antipodal fermé
sinomn.

Théoréme 3. Pour une métrique singuliére g, sous I’hypothése que Af est
strictement décroissante et convexe pour pg > 0, le lieu de conjugaison d’un
pdle est le pole opposé, celui d’un point de I’équateur a la forme d’un double
coeur avec quatre points de rebroussements sur le méridien et il a la forme
d’une astroide avec deux points de rebroussements sur le méridien et deux
sur l’équateur.

4.4.1 Calcul du lieu de séparation

On se place dans le cas oblat qui est plus intéressant en vue de nos
applications. On considere ’application premier retour a l’équateur défini
précédemment Af ol py peut étre pris dans [0, /G (7/2)] grace a la symétrie,
pp = 0 correspondant au cercle méridien alors que pg = /G(m/2) correspond
a I’équateur. On introduit la définition suivante.

Définition 4. Le cas oblat est dit apprivoisé si ’application premier retour
Af est monotone décroissante sur U'intervalle [0, \/G(7/2)].

Dans ce cas, puisqu’'un point de coupure générique est un point de
séparation, on peut déduire le résultat suivant [14].

Proposition 31. Dans le cas oblat apprivoisé, le lieu de coupure Cy, d’un
point de l’équateur pour une géodésique telle que pg € [0,/G(7/2)] est un
segment [AO(/G(7/2)), A0 = x|. De plus a = (A(y/G(7/2)),0) est un
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point conjugué et la longueur de la portion de léquateur [0,«a] donne le
rayon d’injectivité.

Le lieu de coupure complet est obtenu par symétrie par rapport au
méridien.

Dans le cas prolat, la géométrie est différente puisque les points de cou-
pure sont donnés par 'intersection de deux géodésiques correspondant a +pyg
dont l'intersection se trouve apres une rotation de w pour l'angle 6 sur le
méridien opposé.

4.4.2 Lieu conjugué

Sous les mémes hypotheses que précédemment, on peut déduire le lieu
de coupure d’un poéle : le lieu conjugué est le pole antipodal.

Le calcul du lieu conjugué C(gqp) d’un point qui n’est pas un pole est une
tache plus ardue méme dans le cas oblat apprivoisé.

On rappelle maintenant des concepts nécessaires au calcul de points
conjugués. Soit H le champ de vecteur hamiltonien et exp tH le groupe
a un parametre. Soit une courbe extrémale de référence z(t) avec z = (g, p),
la projection canonique 7 : (¢,p) — q et m(z(t)) la courbe géodésique
de référence. A cette extrémale est associée I’équation variationnelle bz =
dﬁ(z(t))éz dont les solutions non triviales sont appelées champs de Ja-
cobi J(t) = (dq(t),dp(t)). Un champ de Jacobi est dit wvertical au temps
t sidg(t) = 0. On rappelle que le temps ¢. est un temps conjugué a 0 de
Iextrémale de référence z(t), t € [0,T] sl existe un champ de Jacobi qui est
vertical aux temps t = 0 et ¢.. Etant donné un point go, le lieu conjugué C(qo)
est I’ensemble des premiers points conjugués le long des géodésiques issues
de ce point. Puisque exp, (t,po) = m(exp tﬁ(qo,po)), les temps conjugués
correspondent aux temps pour lesquels ’application exponentielle n’est pas
une immersion. Selon la relation dexp tH = exptdH, on a que si H est
Liouville intégrable alors dH est intégrable et les champs de Jacobi peuvent
étre calculés par différentiation de ’application exponentielle. En particu-
lier on peut ainsi calculer les champs de Jacobi pour des métriques sur la
deux-sphere de révolution.

Pour calculer les points conjugués en géométrie riemannienne en deux
dimensions, si on se donne une géodésique de référence ~(t), un seul champ
de Jacobi doit étre calculé. On parametre la géodésique par la longueur d’arc
et on considere le repere local de Frénet (e1(t),ea(t)) tel que, e1(t) = 5(¢).
Le champ de Jacobi recherché est donné par Y (t) = y(t)ea(t) ou y(t) est
solution de I’équation différentielle du second ordre

§(t) + K(v(t))y(t) =0
avec y(0) =0, y(0) = 1 et K est la courbure de Gauss.
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Proposition 32. Dans le cas oblat apprivoisé, le premier temps conjugué
est donné par

00

(o, pg) =0
s (v, o)

ot 6 est paramétré par @ comme au paragraphe 4.3.4

Af /¢ V (¢)dap

Nore) = ) o /T=V(0)

En utilisant les formules précédentes on obtient la proposition suivante
[14].

Proposition 33. On se place dans le cas oblat apprivoisé. On suppose que
Uapplication premier retour Af est telle que AG < 0 < A" sur]0,/G(7/2)],
alors :
— le lieu de coupure d’un point différent d’un péole est un segment [ —
a, T + o] du paralléle antipodal ;
— le lieu de conjugaison a exactement quatre points de rebroussement.

Une formule relie A@’ et la période T de la variable .

Proposition 34. On a
AT
2 dpy’
ot la dérivation désigne celle par rapport a pg.

On en déduit qu’on peut caractériser les lieux de coupure et de conju-
gaison en dérivant 'application période.

4.4.3 Singularités

Il faut remarquer qu'une grande partie de I’analyse dans le cas rieman-
nien peut étre généralisé au cas presque-riemannien, ou une singularité se
trouve a ’équateur. Une raison a cela est que dans le cas presque-riemannien
le hamiltonien reste lisse et la seule difficulté réside dans ’analyse de la sin-
gularité proche de I’équateur. Ceci conduit comme dans [14] & I’étude des
modeles suivants au voisinage de O :

— le cas de Grusin pour lequel le modele de la métrique est

d 2
g =dz? + % ;
x
— le cas de Martinet avec la métrique
dy?
1.2
g =dz* + 4F'
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Ces deux situations sont liées a la géométrie sous-riemannienne en dimension
trois via un relevement canonique comme ci-apres.

Le cas de Grusin se déduit de celui de Heisenberg dont le hamiltonien
est :

1
H = 5[(1)5 +p5) — 2p.(xpy — ype) + (2% + y*)p2]

puisqu’il s’écrit en coordonnées cylindriques

1 Po 2
=g (e (- m))

ol py est une intégrale premiere. Dans le cas ou py = 0, le hamiltonien réduit
dans 'espace (r,z) a la méme singularité :

1
H = 5 (0} +7°p3).

De la méme maniere le cas de la métrique
d 2
g= dz? + 4%
x

se déduit du cas de Martinet plat ou
2 2
Y
<px + 2pz) +
ol p, est une intégrale premiere et pour p, = 0 il se réduit au hamiltonien

1 4
H:2<§+i@>

Ceci conduit & une évaluation explicite des lieux de coupure et de conju-
gaison pres de l'origine. La propriété principale a vérifier est 'existence de
points conjugués apres avoir traversé I’équateur. On peut la déduire a partir
de la courbure de Gauss qui reste négative dans les deux cas et K — —o0
quand x — 0. L’adhérence du lieu de coupure est un segment de I’équateur
contenant 0. On déduit alors la bifurcation du lieu de coupure entre le cas
riemannien et le cas presque-riemannien. Le calcul des solutions donne en
effet que dans les deux cas le lieu conjugué de I'origine a la forme y = fc,aP
privé de l'origine, ou p = 1 dans le cas de Grusin et p = 2 dans celui de
Martinet. Le point de rebroussement du cas riemannien tangent a I’équateur
est transformé en pli dont la tangente est perpendiculaire a I’équateur.

Une conséquence de cette analyse est que le rayon d’injectivité est nul
dans le cas singulier. Une autre conséquence est la suivante : si la courbure de
Gauss est négative K < 0 sur la sphere entiéere avec K — —oo a l’équateur, le
lieu de coupure est une branche simple et il n’est pas nécessaire de vérifier que
la décroissance de Af mais le calcul Af” > 0 pour la convexité doit étre fait
pour avoir ’absence de cusp pour le lieu conjugué pour py €]0, /G(7/2)].

1
H=-
2
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4.5 Applications et calculs

Dans cette partie, on présente les calculs dans le cas bientrée pour le
probleme de Kepler, qui est le plus simple, dans un cas de complexité in-
termédiaire et dans le cas monoentrée tangentiel pour le probleme de Kepler.
On commence par rappeler des généralités sur les fonctions elliptiques de Ja-
cobi utiles dans ce chapitre et le suivant.

4.5.1 Généralités sur les fonctions de Jacobi et les intégrales
elliptiques

Dans ce paragraphe sont décrites de fagon succinte quelques propriétés
des fonctions de Jacobi permettant de comprendre leur utilisation en tant
qu’outil de calcul dans les analyses qui vont suivre et au chapitre suivant.
Nos calculs se fondent sur 'ouvrage remarquable [42].

Intégrale elliptique de premiere espece

On introduit de fagon simple les fonctions de Jacobi sn, cn et dn et les
intégrales de premiere espece .

Définition 5. Soit 'intégrale

/W de
u = —_—
0 1 — k2sin? 6

avec k? < 1. La relation sin ¢ = sn (u, k) définit la fonction de Jacobi sn. De

la méme maniere on définit cn (u, k) = cosg et dn (u, k) = /1 — k2sin? ¢
et on appelle k le module elliptique.

Ces fonctions sont périodiques en la variable u de période 4K (k) ou K (k)
est l'intégrale elliptique compléte de premicre espéce

w/2 do
K(k) :/ - (4.1)
0 1—k2sin%60
En effet
¢ do /2 do
u+4K (k) = / +4/ —_—
0 V1—k2sin?6 0 \1—k2sin26

/@ dé N /27r de
0 V1—k2sin%6 0 1—k2sin%6
¢ dé pt2m dé
[t [
0 1 — k2sin%6 © 1 — k2sin%6

p+2m do
0 V1 k2sin?9
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ce qui implique sn (u+ 4K (k), k) = sin(p + 27) = sinp = sn (u, k). On a les
mémes résultats pour les autres fonctions de Jacobi.

Les propriétés des fonctions trigonométriques fournissent des propriétés
correspondantes intéressantes aux fonctions de Jacobi. En particulier, on a
les égalités

sn(—u,k) = —sn(u,k),
dn?u+ E*sn?u = 1,
sn?u+cnu = 1, (4.2)

et a cause de la propriété de périodicité, on peut restreindre leur étude a
I'intervalle u € [0,2K (k)[. Sur cet intervalle, on peut écrire

sin ¢ dt
0 VI-P)1- R

intégrale dite elliptique de la premiere espece. On a de méme pour cn :

u =

1 ! dt
en”(u, k) = /u NIl (4.3)

du 1

de V1—k2sin® ¢’

ce qui conduit aux formules suivantes.

On remarque que

Proposition 35. On a pour les fonctions sn, cn et dn les propriétés sui-
vantes.

iSn(u,k) = cn(u, k) dn(u, k),

du
d
@cn(u,k) = —sn(u,k) dn(u, k),
d
@dn(u,k) = —k%n (u, k) cn(u, k).

Les remarques précédentes montrent aussi que la fonction elliptique sn
vérifie I’égalité

2
<Cisn (u, k)) = (1 —sn?(u, k))(1 — k*sn?(u, k))

et que cn vérifie

2
<d(Lcn (u, k)) = (1= en2(u, k) (K2 + k2en 2(u, k),

ou k' est appelé le module complémentaire et est défini par les relations
0<Kk <letk®+k?=1.
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Intégrale elliptique de seconde espéce

On définit la fonction epsilon de Jacobi
E(u, k) = / dn?(v, k)dv (4.4)
0

qui permet de faire de nombreux calculs autour des fonctions elliptiques,
ainsi que l’intégrale compléte de seconde espéce

/2
E=FE(K(k),k) = / \/ 1 — k2 sin? pdep.
0

On a par exemple la proposition 36.

Proposition 36.

1
/cn4(u, k) du = 3 [(2 — 3k%)k"u + 2(2k* — 1)E(u, k)+

+k%sn (u, k) cn (u, k) dn (u, k)] .

Intégrale elliptique de troisiéme espeéce
C’est l'intégrale qui s’écrit en général

dt

hi= / (t2 + )/ (A1t2 + By)(Ast? + By)

A T’exception de cas particuliers, elle se rameéne & une intégral de la forme

v dv
A k)= —_— 4.5
(wak) = [ =g (1.5

dont l’expression est explicite en fonction des valeurs de «. En particulier,
le cas ol o < 0, utile pour la suite, conduit & I'expression

k2 3

A(u,if, k) 2 ok + \/(52 L) X (4.6)
[u <D(w, K — F(w, k') + %F(w, k’)> — atan ;11] ;
celui o 0 < o < k donne
Au,a,k) = u+ NGED D) X (4.7)
1, O(u—F(w,k)) NE
[2 In Ot Flw. k) +uD(w, k) — —uF(w,k )} ;
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et celui ou k < o < 1 donne

ANu,ak) = u X (4.8)

E Y
AN / - / _ T4
[u<D(w,k) F(w,k)+KF(w,k)> atanXQ],
avec
. -~ p
sinw = ————,
//62+k2
©
F(w,k) = /(1—k281n2<p)_1/2dg0,
0
©
D(w,k) = /(1k2sin2cp)1/2dg0,
0
. Tu
ST}
y = 7nF(w, k),
¢ = exp(—mK(K)/K(k)),
X; = 1+22(—1)j”q"2cosancoshQny,
n=1
Y; = ZZ(—l)j”q"2sin2na:sinh2ny,
n=1
Ou) = Xijo—ru/(2K)y=0-

4.5.2 Controle bientrée pour le transfert d’orbite
On considere la perturbation plus générale :

)

sin®
Glp) = —FT5—.
(%) 1—Asin? ¢

On calcule d’abord la courbure.

Courbure de Gauss

On a pour la courbure de Gauss, représentée a la figure 4.2 :

1
K= m[(l — A) — 2)\(3052@].

Elle est strictement négative dans le cas limite A = 1. La dérivée est donnée

par :
4\ sin @ cos p
K/ = m[2(1 - A) - )\COS2 (,0]

Il faut remarquer qu’elle est nulle au pole Nord et a I’équateur.
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Fi1G. 4.2 — La courbure de Gauss est représentée ici pour différentes valeurs
de A en fonction de I’angle ¢. On remarque une concentration de courbure
positive a ’équateur, notamment lorsque A tend vers la singularité.

Intégration des courbes géodésiques

On est dans le cas harmonique et 1’équation caractéristique prend la

forme :
(dep)? _ cos? ) — pg(l — Acos? )

dt cos2
On note X et X_ les racines de

1+ p(A — 1) = X2(1+ Ap)
ou X =siny et on a

/X+ dx
0 (1+P( = 1) = X2(1+ Ap))

et en normalisant ’amplitude des oscillations grace & X = XY on a alors

! /1 = ~—[asin Y]
= = asin Y.
0 \/(1—|—)\p§)(1—YQ) 1+ Ap2

En particulier on déduit la période des oscillations :

2

\/1+)\pg

T =
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La variable 1 dans les coordonnées normalisées est donnée par

asinY (t) = \/1+ Apit.

Ceci donne un temps renormalisé s = /1 + )\pzt lié a la transcendance du
probleme. La variable 6 est intégrée en utilisant la relation

ped X I—A+2X2

a0 =
Ja+go - - x2 a1 X

En utilisant le premier paramétrage on a

e(t):/ podt ot

cos2 1)

L’intégrale prend la forme

/ Do ds
/1 + )\pz 1— X_Z‘_ sin? s

et on utilise les formules

dx 1
= atan (v1 —atanz
/1—asin2:1: vV1—a ( )

pour 0 < a < 1. Ceci donne le paramétrage des géodésiques.

Lieux de conjugaison et de coupure

Grace a 'expression de ’application période et en dérivant deux fois on
obtient la proposition suivante.

Proposition 37. Si 0 < A < 1, le lieu de coupure d’un point différent des
poles est un segment sur le paralléle antipodal et le lieu de conjugaison n’a
que quatre points de rebroussement.

4.5.3 Cas intermédiaire de complexité
On considere le cas ou la déformation est :
.2
sin®
Glp)= —TF5—.
() (1 — Asin? ¢)2

Dans ce cas 'application période est donnée par une intégrale elliptique
de premiere espece seulement. On remarque que I'application G a un pole
d’ordre deux a l’équateur et I'intégration exige 1'utilisation de fonctions el-
liptiques.
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Pour faire apparaitre la symétrie par rapport a I’équateur on pose ¢ =
/2 — ¢ et on obtient pour ¢ I’équation différentielle :

02 = —paA% cost ¢ + cos? (1 + 2\p3) — p3
cos? ) ’

On pose X = cos? 1) et on définit le potentiel (voir figure 4.3)

(1-AX)? ,

V(X) = X Dg-

L’équation V(X) = 1 a deux racines réelles dont le produit est 1/\? et la

351

30

25

20

15f

V(X)

10

-5} . . : 4

-10} i

Fi1a. 4.3 — Potentiel utilisé dans le cas intermédiaire représenté pour A = 0, 1
et pg = 2.

somine
2Xp5 + 1

> 0.
)\Zpg

L’une est forcément inférieure a un et, le produit étant supérieur a un, on
les ordonne et on les note 0 < X1 <1< X5 :

(1 +2)\p§) —4/1 +4)\p§
X, =

2p3N? ’

(1+2Xp3) + /1 + 4\p3

Xy, = )
2 2p3\?
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On obtient alors :
_11)3>\2((:os2 ) — Xl)(cos2 P — Xo)
cosZ

g2 =

On pose cos? Y = X pour avoir
PaA%(sin® ¢y — sin? 1) (1 — Xo — sin? v))
cosZ '

On integre la branche ascendante entre 0 et i1, et la renormalisation définie
par siny = Zsiny; donne :

gt = -

dz
PoAV/ (1 — Z2)(sin 41 2% + Xy — 1)

En intégrant entre 0 et 1 pour la variable normalisée Z on obtient ’appli-
cation période :

=dt.

T /1 dz
4 Jo poAVXo — X1/ (1= 22 (K222 + K?)
ol le module de I'intégrale elliptique est donné par :

2 sin? ¢
N sin21/)1—{—X2 —1

et le module complémentaire par :
B Xo—1
N sin21/11 + X9 — 1

En utilisant le fait que pgAv/Xo — X1 = (1—|—4)\p3)1/4, on obtient ’expression

2 20502 — (1 + 2X\p3) + /1 + 4\p]
24/1+ 4\p}

k/2

Courbure de Gauss

Le calcul donne :

dVG  cosp(l+ Asin? )
dp  (1—Asin?¢p)2 '

A?VG  sinp(—14 6Xcos? o + A?sin? p(1 + cos? p))
de? (1 — Asin? )3

et
1 — 6Xcos? o — A2sin? (1 + cos? @)

(1 — Asin? )2

La courbure est aussi donnée a la figure 4.4.

K:

111



tel-00633197, version 2 - 5 Dec 2011

Controle optimal et applications

15

10

D

K
N
))’

Ly
7

]
I
|
It
)

-10 i i i i i i
0 0.5 1 15 2 25 3

Fi1G. 4.4 — La courbure est donnée pour différentes valeurs de A pour ce cas
intermédiaire.
Intégration du flot géodésique

On a précédemment utilisé le changement de variable siny = Z sin ) et
on integre avec Z(0) = 0 et Z’'(0) > 0. Grace a la relation

dZz
Ja=227 +77)

(14 4xp2)/4dt =

on obtient pour la variable Z(t) avec la relation (4.3) :
Z(t) = —cen (K (k) + at, k),

avec v = (1 + 4\p2)'/4 et K (k) n’est pas la courbure mais l'intégrale (4.1).
On cherche ensuite a intégrer la variable 0, a partir des équations hamilto-
niennes, avec

- (1 — Acos?e)?

cos2 1) b
et 6(0) = 0. L’équation précédente devient :
0= (AX—2)—Asin? ¢ 2% + _
1 —sin?y22)’

expression qui peut étre intégrée a ’aide des fonctions elliptiques en utilisant
les formules (4.2), (4.4) et I'intégrale elliptique de troisieme espece (4.5).
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Proposition 38. Pour la branche ascendante a partir de ¢(0) = w/2 et
0(0)=0, on a :

p(t) = g —asin (—sin¢cn (K (k) + at, k),
0(t) = 61(t) + 6a(t) + 63(2),
avec
a = (1+4xp)""
01(t) = A(A—2),
12
O2(t) = —X\?sin?ey <—]I;t + #(E(K(k) +at, k) — E)> :
0y(t) = acoi% [A (K(k) + atz(si)r;ill , k) A (K(k)z:g;zllk” .

Remarque 8. L’expression de 'intégrale (4.5) donne dans le cas du calcul
ci-dessus :
. sin X1 Xi1(X2 — Xy)
A k)] = =— LAme AL
<u’lCOS’¢}17 > X2u+ X2 x

[u (D(w, k) — F(w, k) + %F(w, k’)) — atan Q :

avec u = K(k) + at et sinw = /(X2 — X1)/Xs et celui de l'intégrale

complete est obtenu pour u = K.

Application retour

On a 'égalité

7 JK&)
«o
avec
a = (L+4xpg)Y4,
12— 2p3)\2 -1+ 2/\pg) + a?
202 '
En utilisant les relations
do
— = 2\ppa?
dpo poc
dK 1 9
Ak = W(E*k, K(k)),
dE 1
— = —(FE-K
dk k( )

on peut calculer les dérivées successives de 'application retour A#. Les
dérivées premiere et seconde sont données respectivement aux figures (4.5)
et (4.6).
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dae/dp,

Fi1a. 4.5 — La dérivée premiere de A est représentée pour A = 0.1 (trait
plein), A = 0.5 (semi pointillé) et A = 0.9 (pointillé).

FiG. 4.6 — La dérivée seconde de A# est représentée pour A = 0.1 (trait
plein), A = 0.5 (semi pointillé) et A = 0.9 (pointillé).
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4.5.4 Cas monoentrée tangentiel

On considere le cas de la déformation suivante :

(1 — Asin? ¢/2)?
(1 —Asin? )2 ’

G(p) =sin’ ¢

ou 'application période peut étre calculée a l'aide d’intégrales elliptiques de
premiere et de troisieme espéce. C’est un cas plus complexe et qui va per-
mettre de développer des outils d’intégration plus généraux et de compléter
les considérations géométriques. On ne considere que le cas A = 1 qui cor-
respond au probleme de transfert d’orbite moyenné pour le cas monoentrée
tangentiel comme expliqué au paragraphe 2.7.3. La métrique est donnée dans
ce cas par : g = dp? + G(p)db? ou :

1—-$n2¢/2yzz;¥[1-—)qa]2’

G(yp) = sin®
(%) W1¢[1—gﬁ¢ 1—X

avec X = sin?p. G admet un pole d’ordre deux & I’équateur ¢ = /2 et
differe du cas précédemment étudié du fait du terme en X/2.
Courbure de Gauss

Les calculs donnent :

/_ cos ©(2 — 2sin ¢ + sin ?)
2(1 —siny)?

G(p)

et
" sin ¢ (sin? ¢ — 4)(sin? p + 1)
G(QO) = - ) 2 .
2(1 —sin® )

On a donc pour la courbure de Gauss :

(sin? p — 4)(sin® ¢ 4 1)
(sin? ¢ — 1)(sin? ¢ — 2)

qui est toujours négative. On a représentée a la figure 4.7 les courbures dans
les cas

1-XX/2]7
1— X

Galp) =X [

avec X = sin ¢ et A comme parametre.

Intégration du flot géodésique

Le hamiltonien constant égal & 1/2 est :

= (vt i)
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Fi1G. 4.7 — Les variations de la courbure en fonction de ¢ est représentée
pour différentes valeurs du parametre A. Lorsque A se rapproche de 1, on
constate une concentration de courbure positive a I’équateur.

ce qui s’écrit aussi sous forme :

<dg0>2+ pg(l—sin2 ©)? _
. 2 —
de¢ sin2 o (1 . 511122(,0)

On pose ¢ = /2 — ¢ et I'égalité précédente devient

(&) =1 vew,

avec le potentiel V' :

4p§ sin* ¢

Vi) = cos? (1 +sin? )2’

On étudie ensuite le potentiel V selon la variable X = sin étendue
sur R, cf. figure 4.8.

4p§X2
(1-X)1+X)?

V(X) =

Il a les propriétés suivantes.
- V(0)=0
-V — 400 pour X — 1~
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F1G. 4.8 — Le potentiel V(X) et le niveau 1 pour py = 0.1

V — —copour X — 17

-V —=0pour X — —o0

-V —0pour X —>2—|—oo

- V) = 4
On considere I"équation V' (X) = 1. Elle a trois solutions notées X1, X3, Xy
qu’on ordonne avec X1 > 0 > X3 > —1 > Xy. Elles sont paramétrées par
pg est sont données pour des valeurs du parametre dans les tableaux 4.1 et
4.2.

Pour intégrer 'équation ¥2+V (1) = 1, on utilise toujours la propriété de
classification des géodésiques d’une telle métrique. On cherche des solutions
1 de période T qui coupent ’équateur. Pour intégrer on utilise le groupe
de symétrie et il suffit de calculer entre 0 et ¥yax sur un temps 7/4, i.e. la
branche de 'hémisphere Nord sur un quart de période. Ceci revient donc a
calculer la solution X entre 0 et X;. Avec X = sin? ) et le changement de
variable dX = 2sin 1 cos¥di, I’équation s’écrit

(1+ X)dX
VX =X+ X)2 - 43X2)

2dt =

On cherche explicitement les branches des figures suivantes 4.9 et 4.10.
Et I'expression de 'application période est :

1+ X)dX

ng/w*dw:/’“(
2 0 V1=V (@) 0 VP(X)
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Transformations de Mobius et fonctions elliptiques de Jacobi

On note P(X) = X((1—X)(1+X)?—4p3X?) et ses solutions X7 > ... >
X4 en notant Xo = 0. On souhaite calculer la solution périodique X oscillant
entre Xo = 0 et X;. Une méthode consiste a utiliser les transformations
de Mobius. Une transformation de Mobius est une transformation du plan
complexe étendu a la sphere de Riemann

aZ +b

avec ad — bc # 0. Son role va étre de normaliser les racines du polynéme P.
On utilise les propriétés suivantes.

Proposition 39. Soient (Z1, Zs, Z3) et (X1, X2, X3) deux triplets de points
distincts. Alors il existe une unique transformation de Mdébius f :

aZ +b
cZ+d’

f:Z—

avec ad — be # 0, telle que Vi € {1,2,3}, f(Z;) = X;, et les coefficients de f
sont donnés par

Z1 X1 X701
a0 = | ZoXo Xy 11,
ZsXs Xg 1
21 X1 241 Xy
b = | ZoXe Zy Xo |,
Z3X3 Z3 X3
Z1 X7 1
c = Zy Xo 11,
Zs Xs 1
21Xy 7271
d = Zo Xy Zy 1
ZsXs Zs 1

En outre, le birapport

\ = (X1 = X3)(Xo— X4) (21— Z3)(Z2 — Z4)
(X2 — X3)(X1 — Xa)  (Z2— Z3)(Z1 — Z4)

est conservé.

On peut donc déterminer les coefficients (a,b,c,d) de fagon explicite.
Pour que la construction soit valide, il faut que la transformation soit bi-
jective sur le domaine d’oscillation, il faut donc contréler la position de la
singularité de la transformation.
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En utilisant un nouveau temps 2d¢t = (14 X)ds, on cherche une intégrale

de la forme
(ad — be)dZ

/ dx
VP(X) Q(Z)
avec ( un polynoéme de degré quatre avec les racines, qui sont conservées,

normalisées. On peut alors calculer a ’aide des fonctions de Jacobi cn, sn
et dn. On a plus précisément

P(X) = X((1-X)(1+X)?—4p2X?)

= —H;l:l(X - Xi)
R aZ +b s
= lia <cZ +d XZ)
1
AT Ol
_ Q2
 (eZ +ad)*

avec Q(Z) = a(Z% —1)(Z% —1/k?) et
o= - (a — cX;).

On considere deux normalisations possibles des racines.

Cas 1

Dans ce premier cas, on cherche une transformation de Mdobius X =
f(Z) = (aZ +b)/(cZ + d) telle que f(Z1) = X1, f(Z2) = Xo, f(Z3) = X3
et f(Zy) = X4 avec (Z1,22,23,2Z4) = (1/k,1,—1,—-1/k) et k > 1. Par
conservation du birapport

X1 — X3)(Xo— X4)  Xu(X1—X3)  (k+1)2

_ B B
A G X)X Xy X=Xy ak Y

Soit le binome k% +2k(1—2))+1, son discriminant réduit est A’ = 4\(A—1).
Or A > 0 car on a rangé les racines X; par ordre croissant et A —1 > 0 donc
les solutions sont réelles et leur produit vaut 1 et leur somme est positive, il
en existe donc une qui convient pour la normalisation des racines

k=2\x—1—-VA'

Avec k, on obtient alors les coefficients a, b, ¢ et d en prenant (71, Zo, Z3) et
(X1, X2, X3) comme précédemment. Le pole de la transformation de Mobius
est alors —d/c. Le calcul donne en particulier

1
a=—-X1X3 <1—|—k>>
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Do X1 X3 Xy 1/k —d/c | ad—be

0.04 0.9984 -0.94576 | -1.059 | 1.6123 | 2.6791 5.8721
0.42393 | 0.84853 | -0.59859 | -1.9688 | 4.5373 | -23.355 | 28.794
1.1299 | 0.47316 | -0.33861 | -6.2416 | 6.7659 | -8.3046 | 11.647
1.8359 | 0.29615 | -0.23213 | -14.547 | 6.7739 | -7.1557 | 3.2601
2.5419 | 0.21161 -0.1758 | -26.882 | 6.5945 | -6.7369 | 1.2246
3.2479 | 0.16383 | -0.14123 | -43.219 | 6.4526 | -6.5198 | 0.57365
3.9539 | 0.13342 | -0.11794 | -63.55 6.35 | -6.3867 | 0.31106
4.6599 | 0.11245 -0.1012 | -87.871 | 6.2745 | -6.2967 | 0.18659
5.3659 | 0.09714 | -0.088607 | -116.18 | 6.2174 | -6.2318 | 0.1204
6.0719 | 0.085479 | -0.07879 | -148.48 | 6.1728 | -6.1827 | 0.082098
6.7779 | 0.076308 | -0.070926 | -184.77 | 6.1372 | -6.1443 | 0.058435
7.4839 | 0.068909 | -0.064485 | -225.04 | 6.1082 | -6.1134 | 0.043045

TAB. 4.1 — La position de la singularité doit étre comparée a [1,1/k].

b= —a,
c= —2X1+X3—%,
d— %(2}(1 C Xy 4 Xy
et

d 2X1 — X3+ kX3

c k(QXl *Xg)Jng'

Les calculs numériques sont présentés dans la table 4.1. La figure 4.11 donne
la position de la singularité en fonction du parametre pg. En particulier, elle
n’existe pas pour pg = 0,30193361 qui correspond a ¢ = 0. Les figures 4.12
et 4.13 montrent que dans tous les cas, la singularité se trouve hors du
domaine [1,1/k] et qu’'on peut intégrer entre 0 et X;. Enfin, la figure 4.14
donne les coefficients de la transformation de Mobius et le parametre ad — be
intervenant dans le changement de temps.

Cas 2

Une autre possibilité consiste a réordonner les racines. On cherche la
transformation de Mobius qui envoie (1, —1, —1/k, 1/k) sur (X1, Xo, X3, X4).
Par conservation du birapport :

(X1 — X3)(X2 — Xy)

P R XX

Xo(X1 - X3)  [(k+1)°
X3(X1—Xy) \k—1/)°

Ceci donne VA = |k + 1|/|k — 1| et si k €]0,1]

1+ k
\F_l—k:
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Fia. 4.11 — Valeurs de la singularité de la transformation de M&bius en
fonction de py.
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FI1G. 4.12 — Pour des valeurs py < p)) le graphe de —d/c — 1/k reste positif.
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F1ac. 4.13 — Pour des valeurs pg > pg le graphe de 1 + d/c reste positif.

On a alors
A—1
= L €0, 1].
VA+1

Les coefficients de la transformation de Mobius sont donnés par :

a = —X1X3<1+1>,
k
b = a,
c = Xl(l—l)—QXg
A )
1 X3
T

La construction est donc possible et on cherche a savoir si la singularité de
la transformation de Mobius se trouve dans le domaine [—1, 1]. Les résultats
numériques sont résumés dans la table 4.2. Sur la figure 4.15, on constate
que la singularité est toujours hors du domaine [—1,1] et la construction
est aussi valide. La figure 4.16 donne les coefficients de la transformation de
Mobius en fonction de py.

Application au calcul

Le fait que les deux paramétrages existent signifie que les fonctions el-
liptiques pour intégrer sn et dn sont reliées par une homographie via un
changement de temps et de module. Dans le premier cas, on a les solutions
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15

10+ : .

ad-bc

F1G. 4.14 — Pour chaque valeur de pg sont représentés les coefficients a (ligne
pleine), b (tirets), ¢ (ligne semi pointillée) et d (ligne pointillée) ainsi que
ad — be.
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Do X X5 X3 k —d/c | ad—be
0.05 0.99751 -0.9329 | -1.0746 | 56.684 | 3.005 11540
1.044 0.5068 -0.35821 | -5.5083 | 5.1063 | 4.2058 7.8752
2.038 0.2661 -0.21271 | -17.667 | 5.0885 | 4.9093 1.3493
3.032 0.17604 | -0.15029 | -37.798 | 5.254 5.193 0.45939
4.026 | 0.13094 | -0.11598 | -65.85 | 5.3702 | 5.3427 | 0.20878
5.02 0.10409 | -0.094363 | -101.81 | 5.4498 | 5.4352 | 0.11189
6.014 | 0.08633 | -0.079513 | -145.68 | 5.5067 | 5.4981 | 0.066766
7.008 | 0.073729 | -0.06869 | -197.45 | 5.5491 | 5.5436 | 0.042978
8.002 | 0.064329 | -0.060455 | -257.13 | 5.5818 | 5.578 | 0.029269
8.996 | 0.057051 | -0.053981 | -324.72 | 5.6077 | 5.605 | 0.020821
9.99 | 0.051249 | -0.048757 | -400.2 | 5.6288 | 5.6268 | 0.015335

10.984 | 0.046517 | -0.044453 | -483.6 | 5.6462 | 5.6447 | 0.011618

TAB. 4.2 — La position de la singularité doit étre comparée a [—1,1].

451

25r

F1a. 4.15 — Pour toutes les valeurs de py > pg le graphe de —d/c — 1 reste
positif.
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F1G. 4.16 — Pour chaque valeur de py sont représentés les coefficients a (ligne
pleine), b = a (dans le cas ou —1 est un zéro de la transformation de Mébius),
¢ (ligne semi pointillée) et d (ligne pointillée) ainsi que ad — be.

de la forme

dn (z,v/1— k2

1 dt
):L:¢Uﬂxﬁﬂ)

qui oscillent dans l'intervalle [k, 1]. Dans le second cas, elles sont de la forme

. o dt
Sn(%m_ﬂ VA-P)(- P

qui oscillent dans 'intervalle [—1, 1]. Ceci donne le paramétrage en la variable
Z et I'inversion de la fonction de Mobius donne la variable X paramétrée
en s.

Pour calculer la variable 6 on utilise :

dé App X2

dt - 1-X)(1+X)2

Remarque 9. Une autre méthode d’intégration consiste a utiliser des fonc-
tions de Weierstrass pour parametrer les solutions comme dans [22]. On se
raméne pour cela & Péquation normalisée Z2 = 423 — goZ — g3, oll g2 et g3
sont des parametres fonctions de py, qui donne les solutions de Weierstrass
Z = p(t, g2, 93). L’avantage de 'approche présentée ici est 1'utilisation et la
mise en lumiere de 'invariant k, module elliptique, qui s’exprime en fonction
de py parametre du probleme.
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Intégration de la variable Z. Grace au changement de variable défini
par le cas 2, on cherche a intégrer

_ 5(2)
2 = VI =21 - k?Z?)d ’
avec
g = ad — bc

\/(02 — d?)(k2d? _02)’
$(7) = vZ+9 _1(7+5c—fyd>’

cZ+d ¢ cZ +d
= b+d,
¥y = a+tec
On obtient par linéarité
dz dc—~d dz

_7
2bat = VA= Z3(1 - k2Z2) A (cZ +d)y/(1 —Z22)(1 — k222)

Le premier terme s’intégre comme sn ~1(Z, k) et le deuxiéme terme conduit
a une intégrale de troisieme espece. Une transformation standard mene en
effet a

/ 4z B / (—cZ +d)dZ
(cZ+d)\ /(1 -251-k222) ) (@2-222) /0 - 22)(1 - k22
= —cJo— %Jla

avec

ZdZ
o = / (@ —222)\ /(1 - Z22)(1 - K°22)

4z
h= /(1—n2z2)\/(1—z2)(1—k2z2)’

nzM
=

Calcul de Jy. L’intégration Jy se fait a l'aide de fonction usuelle apres
application du changement de variable u = Z? qui mene &

_L du
2¢) (=71 +u)/(1 —u)(1 — k2u)

On utilise ensuite le résultat suivant qui termine le calcul.

Jo =
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Proposition 40. Une primitive de

1
(u+7)V/(1 —u)(1 - k?u)

u +—

ot 7y est un parametre est donnée par

Aln[

1
m(B +Cu++/(1—u)(l - kzu))H :

A% = 1/(y(1+ K+ k7)),
B —A(1+~(1+E%/2),
C = AQ+E +~k* — (1+Kk)/2).

Calcul de J;. Pour calculer J; on utilise le changement de variable
sn(t,k)=2

qui donne

dz

RV () ey

et finalement

dt
1= [ i~ A

L’expression de A(t,n, k) est explicitée en fonction de la position de n par
rapport & 1 et k. Dans notre cas, on a

d > 0,
c—d = 2(k—-1)(X1—X3)/k <0,
—c—d = 2X3(1+k)/k<0,
=n < L

On a aussi
4X3(X1 — X4)(X1 — X3+ X4)

—c—kd =
X1(X4 — X3)

qui a le signe de X7 — X3+ X4 est change de signe selon pg. Suivant les cas,
on utilise donc les équations (4.7) ou (4.8).
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Application période

Le calcul des dérivées de la fonction période T par rapport au parametre
Py est moins simple que dans les cas précédents car la décomposition dépend
de pg. On a

T 2/X1 (14 X)dX
o P(X)

et en normalisant les bornes

1
T:2/ (1+ X,Y)X,dY
0 P(X1Y)

Comme on a

— = —8ppX*

et P'(X) = (1+X)(1+X —4X?) — 12p2X, la premicre dérivée de T se
calcule par

ar _ /1 [XiP(X1,Y) 4+ Po(X0, V)] o,
dpy  Jo P(X1Y)3/2 ’
avec
Pi(X1,Y) = 2(1+42X;Y)P(X1Y) - X1V (1 + X1Y)P'(X1Y),

Py(X1,Y) = S8ppXiY3(1+ X1Y).

L’expression explicite de X; est connue grace aux formules de Cardan mais
inutilisable en pratique a cause de la complexité. Le calcul numérique donne
les résultats de la figure 4.17 pour T et ses dérivées. On peut alors conclure
grace aux figures 4.18 et 4.19. En effet, la fonction retour A# est décroissante
et convexe. Une démonstration est par ailleurs donnée dans [12] en utilisant
le paramétrage a ’aide de fonctions de Weierstrass.

Remarque 10. Dans le cas tangentiel, la décroissance de ’application premier
retour est déja connue grace au signe de la courbure de Gauss. Cette derniere
reste en effet négative jusqu’au premier retour a I’équateur.
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Fi1G. 4.17 — Pour chaque valeur de py sont représentés les valeurs de la
fonction période T et ses deux premieres dérivées.

l/pedTldpe

Fi1c. 4.18 — Pour chaque valeur de py on représente T”/py. Cette fonction
reste négative.
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18

didp,(L/pgdT/dpy)

Fic. 4.19 — Pour
reste positive.

chaque valeur de py on constate que la dérivée de T"/py
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Chapitre 5

Points de tangence en
géométrie
presque-riemannienne en
deux dimensions

Résumé. Le cas des points de tangence en géométrie presque-riemannien-
ne est abordé ici, en particulier le cas en deux dimensions. Il est introduit
par des exemples et est notamment rapproché du cas Martinet en géométrie
sous-riemannienne. Grace a ’application du principe du maximum de Pon-
tryagin, ceci permet de calculer des objets géométriques et des approxima-
tions tels que les spheres de petit rayon, lieux de coupure ou de conjugaison.
Ce chapitre est une présentation détaillée des résultats de 'article [18].

5.1 Introduction

On considére une variété lisse M de dimension deux et un couple de
champs de vecteurs (X,Y) € Vec(M). En chaque point de M ou X et Y
sont linéairement indépendants, ils définissent une métrique riemannienne
pour laquelle ils sont orthonormés. On dénote par Z le lieu des singularités
ou X et Y ne sont pas indépendants. Ils définissent sur Z une métrique
presque-riemannienne. Il y a de facon générique deux types de points sur
Z : les points dits de Grushin pour lesquels les champs sont transverses a Z
et les points de tangence pour lesquels les champs sont tangents au lieu Z.

Dans des travaux récents ([1], [2]), le cas général de la géométrie presque-
riemannienne en dimension deux est étudié, en particulier pour obtenir une
généralisation du théoreme de Gauss-Bonnet sur une structure presque-rie-
mannienne liant 'intégrale de la courbure de Gauss et des invariants d’une
surface. Le but de la présente analyse est différent. Il s’agit de compléter
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I’étude dans le cas des points de tangence pour connaitre des propriétés de
la fonction distance au voisinage de ces points, le cas de points de Grushin
étant mieux connu.

En outre, des métriques singulieres de méme nature apparaissent natu-
rellement dans le probleme de transfert d’orbite de satellite en énergie mini-
male. En particulier, la moyennation au chapitre 2 et les études au chapitre
4 fait apparaitre I’étude de métriques de la forme

g =dy?® + G(«p)d@2

ou (p,0) sont des coordonnées angulaires avec une singularité sur 1’équateur
¢ = /2 dans le cas tangentiel.

Une premiere étape dans ’étude des points de tangence consiste a rap-
procher leur cas du cas Martinet en géométrie sous-riemannienne. Ceci per-
met alors d’analyser des propriétés de certains objets tels que les spheres, le
lieu de coupure, le lieu conjugué ou les invariants pour construire des formes
normales.

La suite de cette partie est organisée de la facon suivante. Aux premiers
paragraphes sont introduites les notions de structures sous-riemannienne
et presque-riemanienne, notamment a l’aide d’exemples. On présente en-
suite quelques outils comme le procédé de nilpotentisation qui permettent
les analyses qui suivent. Enfin, aux paragraphes 5.5 et 5.6, on s’intéresse
respectivement & la normalisation du cas tangentiel et & I’étude du flot.

5.2 Généralités sur les variétés sous-riemannien-
nes

On rappelle dans ce paragraphe quelques notions de géométrie sous-rie-
mannienne.

Soit M une variété riemannienne lisse de dimension n (on note g la
métrique riemannienne correspondante). On peut définir une variété sous-
riemannienne de deux manieres équivalentes.

On peut considérer une variété sous-riemannienne comme la donnée
sur M de (A,gsg) ou A est un sous-fibré du fibré tangent TM et gsr
est une métrique riemannienne sur A. Plus précisément on a V(q,v) €
M xT,M, gsr(q,v) = g(g,v) siv € Ay et gsr(g,v) = +00 sinon.

On peut aussi définir une variété sous-riemannienne grace a m champs
de vecteurs Xi, ..., X;, sur la variété M. Ces champs forment une famille
génératrice de A et la métrique sous-riemannienne précédemment introduite
peut étre ainsi définie :

V(q,v) € M x T,M, gsr(q,v) = inf {Z u?, ZuiXi(q) = U} .
=1 =1

134



tel-00633197, version 2 - 5 Dec 2011

Controle optimal et applications

Inversement, on peut, a partir de (A, gsr), trouver m champs de vecteurs
définissant la méme variété sous-riemannienne en considérant des champs
formant des repéres orthonormés pour gsg.

Les chemins sous-riemanniens -y sont les trajectoires du systéeme de

controle
m

Q= uiXi(q).
=1

La longueur d’un tel chemin ~(t) pour t € [t1,t2] est

b
I(y) = / gsr (1D A (0)dt.

On définit alors la distance sous-riemannienne ou distance de Carnot-Cara-
théodory entre deux points q; et g2 de la fagon suivante d(q1, q2) = inf{l(~),~
est un chemin reliant ¢; et g2 }.

On dit que les champs { X7, ..., X;, } satisfont la condition du rang si en
tout point ¢ de M D’algebre de Lie engendrée par les champs X1, ..., X,,, est
de rang plein, i.e. Vg € M, Lie(X7, ..., X),)(¢) = TyM. Si cette condition
est satisfaite et que la variété M est connexe, d’apres le théoréme de Chow
la distance sous-riemannienne est continue et finie. Contrairement au cas
riemannien, la fonction distance présente des singularités méme pour des
points voisins et n’est pas toujours sous-analytique, méme avec des données
analytiques.

5.3 Structure presque-riemannienne

On introduit la notion de structure presque-riemannienne a rang variable
sur une variété M de dimension n. On s’intéresse ensuite a deux exemples
simples en deux dimensions.

Définition 6. Un module Mod sur un anneau A est un groupe abélien et
une application scalaire A x Mod — Mod.

L’ensemble des champs de vecteurs lisses Vec(M) sur une variété lisse
M est un module pour 'anneau des fonctions lisses C*> (M, R).

Définition 7. Une distribution a rang variable d’ordre (n,k) est une paire
(M, A) ou M est une variété de dimension n et A un sous-module de Vec(M)
et k < n est tel que pour chaque ¢ € M et tout voisinage Q¢ de ¢ suffisam-
ment petit, la restriction de A a Q9 est généré par k champs de vecteurs et
ne peut I’étre par moins.

Définition 8. Une structure sous-riemannienne da rang variable est un tri-
plet S = (M,A,G), ou (M, A) est une distribution a rang variable d’ordre
(n,k) et G: A x A — C®(M) est une application bilinéaire, symétrique,
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définie positive. Une structure sous-riemannienne a rang variable d’ordre
(n,n) est appelée une structure presque-riemannienne de dimension n.

Définition 9. On appelle lieu singulier Z le lieu de M ou la distribution A
n’est pas ’espace tangent a M en entier.

Z={q€e M,A(q) #TyM}

On consideére une structure S = (M, A, G) presque-riemannienne de di-
mension n. Hors du lieu singulier Z, S définit une métrique riemannienne.

Dans la suite, on s’intéresse au cas d’une variété lisse M de dimension
deux. On distingue sur Z deux types de points. Les points de Grushin ou la
distribution est transverse a Z et les points de tangence dans le cas contraire.
En un point de Grushin ¢, A(q) # T,M et As(q) = [A, A](q) = Ty M alors
qu’en un point de tangence g, Ay # Ty M et Az(q) = [Aq, Al(q) = T, M.

Un premier exemple fondamental de géométrie presque-riemannienne est
le cas dit de Grushin [2], introduit & 'origine dans l’article [34]. Il est instruc-
tif de le construire de la fagon suivante. On considére le cas de Heisenberg
en géométrie sous-riemannienne. En coordonnées cartésiennes, il s’agit du
hamiltonien

1
Hy = 5[z + 1) = 2p=(py — ypa) + (& + )]

dont la distribution correspondante est

0 0 0 0

Dans les coordonnées cylindriques (r, 0, z), le hamiltonien s’écrit

1
Hy = (pf + (po/7 — rpz)2>

et la distribution

0 y_10 0
or r 00 0z

On remarque que pyg est une intégrale premiere de Hyr et du cas de Heisen-

berg on se ramene au cas de Grushin dans 1’espace (7, z) en considérant pg =

0. Le cas de Grushin est un exemple de géométrie presque-riemannienne, le

hamiltonien correspondant étant

1
Hg = 5 (v} +1°p2?).

Le lieu singulier est I’axe {r = 0} et la distribution correspondante

0 0

X=—.,Y=r—.
or’ "oz
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On introduit comme autre exemple simple de géométrie sous-rieman-
nienne le cas Martinet [25] dont le hamiltonien est donné par

Har — 1 92 2 2
=5 (et Lpa 4 1)
en coordonnées cartésiennes. On rappelle la distribution correspondante
o y? o 0
= = o
On a directement que x est une variable cyclique et que p, est constant. En
considérant p, = 0 on obtient un autre exemple de cas presque-riemannien

avec le hamiltonien qui se réduit en

1 y4
Hy = <p§ + PE)

2 4
avec la distribution correspondante
0 29
x=2 y=L9
oy 2 0z

C’est en particulier une approximation nilpotente du cas tangentiel. Sa nor-
malisation est discutée au paragraphe 5.5.1.

5.4 Quelques outils

Dans cette partie, on introduit quelques notions et méthodes utilisées
par la suite. On donne d’abord la définition d’un ensemble sous-analytique
d’une variété analytique. L’outil important des fonctions elliptiques est intro-
duit au paragraphe 4.5.1. On s’intéresse aussi au procédé d’obtention d’une
approximation nilpotente de champs de vecteurs ainsi qu’au relevement de
distribution presque-riemannienne en distribution de rang constant.

5.4.1 Sous-analyticité

On donne dans cette partie les définitions d’un ensemble semi-analytique
et d’'un ensemble sous-analytique [3].

Définition 10. Soit M une variété réelle analytique de dimension finie.
L’ensemble A C M est appelé semi-analytique si et seulement si pour tout
x € M il existe un voisinage 2% de x dans M et 2pq fonctions analytiques
gijet hij (1 <i<petl<j<yq) telles que

P
i=1
Définition 11. L’ensemble A C M est appelé sous-analytique si et seule-

ment si pour tout « € M, il existe un voisinage Q0¥ de x dans M tel que ANO”®
est la projection d’un ensemble semi-analytique relativement compact.
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5.4.2 Nilpotentisation

On décrit dans cette section le processus de nilpotentisation de champs
de vecteurs (ou obtention d’une approximation nilpotente), cf. [7] et [39]. Le
but est d’obtenir sur ’ensemble des champs lisses d’une variété une filtra-
tion compatible avec la structure d’algebre de Lie et d’obtenir des champs
de vecteurs approchés appartenant a une algebre nilpotente, ce qui peut per-
mettre de simplifier des calculs, et d’approcher des objets géométriques. La
nilpotentisation est ’équivalent de la linéarisation dans le cas non-holonome.

On considere une variété lisse M de dimension n, un point ¢y € M,
Vec(M) D'agebre de Lie des champs lisses sur M et P(M) la sous-algebre
des champs a coefficients polynomiaux. Soit [ un entier naturel. Al et un
ensemble E C Vec(M) on associe la suite d’ensembles

EyCE C..CECT,M
avec
Ej = vect{(adXi0..0cadX;_1X;)(q),X; € £,1 <j<i<k}

On considere le cas ou £} = Ty, M. On associe aussi a F la partition de
R" = @221 R% avec k; = dim(FE;/E;_1). On note n; = dim(E;). Chaque
monome intervenant dans un élément de P(M) s’écrit

aa\ﬁl
Tk

oules a = (ay,...,q) et B = (b1, ..., 3;) sont des multi-indices. On se donne
pour le champ

_?

OxP
la pondération sur Z v :

l

v(X) =3 (i — B

=0

On dit qu'un élément de P(M) est v-homogene de poids m si tous ses
mondmes sont de poids m. Un champ de vecteurs a coefficients polynomiaux
v-homogene est au moins de poids —I. On remarque aussi que pour deux
champs X et Xy v-homogenes de poids respectifs m et mg on a que [ X1, Xo]
est un champ v-homogene de poids mq + mo.

La v-homogénéité est I’homogénéité pour la dilatation

) 2 l
de : x — (exy,e°x9,...,e 1),
ce qui donne pour un champ de vecteur X en qg : 0gyqo X = " X.
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Soit X € Vec(M). En développant les coefficients de X en série de Taylor

et en regroupant les termes selon leur poids on obtient le développement de
X

o0

X = Z X(m),

m=—1

ot chaque X (™ est un champs de vecteurs v-homogene de poids m.
On définit pour — < m < +o0

Vec™(ky, ..., k) = {X € Vec(R"), X% = 0,Vi < m}

et on introduit la filtration sur Vec(M) & C &1 C ... C £_; avec pour
ke {0,...,1}

Er = {Y eVee(M),(adXy o ...0adX;Y)(q) € Eiig,
VX, EE,1<j<i,0<i<i—k).

Théoréme 4. Il existe un voisinage Q9 dans M et une application coor-
données ® : Q0 — R™ tels que ®(qp) = 0,

A
Do, ®(E;) = ®uq(E;) = PR, 1<i <1,
j=1

D& ;= Vecfi(k;l, e k).

D’apres le théoreme, la filtration & C €1 C ... C £_; est compatible
avec la structure d’algebre de Lie dans Vec(M) (i.e. [E_;,E—;] € E_i—j).

Définition 12. L’application ® est appelée application des coordonnées pri-
vilégiées.

Elle réduit de facon canonique les champs de vecteurs de E. Pour tout
champ de {X € Vec(M), X (q) € E1,q € M} on a

(X)) = 0. (X) D+ Y 2.(x0)9),

Jj=20
ol @, (X)) est v-homogene de poids m.

Définition 13. Le champ X = &;1(®, (X)) est appelé nilpotentisation
ou approximation nilpotente de X.
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5.4.3 Relevements de distribution presque-riemannienne en
distribution de rang constant

Une technique particulierement adaptée a la présence de singularités
(Z # 0) dans une structure presque-riemannienne consiste a relever la dis-
tribution en une distribution de rang constant. En d’autres termes, afin de
désingulariser la distribution, on considere une structure plus grosse dont la
premiere est la projection et pour laquelle la distribution n’est pas singuliere.
Il est possible de faire cette construction en conservant certaines propriétés,
par exemple de telle maniere que ladite projection conserve la distance et
les géodésiques.

Pour illustrer le procédé on considere un des exemples précédents. La dis-
tribution de ’approximation nilpotente du cas tangentiel en dimension deux
peut étre donnée par la distribution engendrée par les champs de vecteurs

2
y° 0
X=—Y="—.
2 0z
La distribution est de rang deux hors de Z = {y = 0} et de rang un sur Z.
Elle peut étre relevée en la distribution de Martinet

y=2

2
_y 9,9
X_262+6937 oy’

qui est de rang deux partout.

5.5 Points de tangence en deux dimensions

5.5.1 Normalisation du cas tangentiel

Le cas tangentiel en deux dimensions et sa normalisation sont présentés.
On donne d’abord la définition suivante.

Définition 14. On dit que deux structures sous-riemanniennes a rang va-
riable S7 et S5 sont equivalentes si S1USy est une structure sous-riemannienne
A rang variable. Etant donné un ensemble ouvert © de M et un ensemble de
k champs de vecteurs (X, ..., Xx), on dit que (2, X1, ..., Xx) est compatible
avec S si SU{(Q, X1, ..., X)} est equivalent a S.

On rappelle dans un premier temps le théoreme de [2] sur la forme nor-
male pour une structure presque-riemannienne générique.

Théoreme 5. De facon générique pour une structure presque-riemannien-
ne S de dimension 2, pour chaque point ¢ € M il existe un voisinage Q¢
de q et une paire de champs de vecteurs (X,Y) sur M tels que (Q4,X,Y)
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est compatible avec S et, a un changement de coordonnées prés sur Q4
q=1(0,0) et (X,Y) prend une des formes suivantes.

(Fl) X(yvz) = (170)’ Y(yvz) = (076@(%@)7
(F2) X(y,z) = (1,0), Y(y,2) = (0,ye®2)),
(F3) X(y,2) =(1,0), Y(y,2)=(0,(z—y*p(y))et¥2),

avec @, & et 1 des fonctions réelles lisses telles que ¢(0,z) =0 et 1(0) # 0.

Ce théoreme donne la normalisation pour le cas presque-riemannien en
dimension deux. On définit les familles de champs de vecteurs suivantes :

Ay =A+[AA]
Az = Ay + [Ag, Al

On suppose les hypotheses génériques suivantes vérifiées.

(i) Z est une variété immergée de dimension un;

(71) les points ¢ € Z ou Ay(q) est de dimension un sont isolés ;

(13i) Vg € M, Az(q) = Ty M.

D’apres [2] on appelle point ordinaire un point ¢ € M pour lequel A(q) =
T, M, ce qui conduit a la normalisation (F'1). On appelle ¢ point de Grushin
si A(q) est de dimension un et As(q) = T M. On a alors pour les points de
Grushin la normalisation (£2). Enfin, si A(g) = Aa(q) est de dimension un
et Az(q) = TyM alors ¢ est appelé point de tangence et la distribution est
localement donnée par (F'3). On considere alors par la suite la normalisation
(F'3) pour le cas tangentiel.

5.5.2 Approximation nilpotente du cas tangentiel

Le cas tangentiel peut étre normalisé en les champs de vecteurs

0 0
X=—",Y=(2-19° et W2
G ¥ = (= o))
On en cherche une approximation nilpotente en gy = 0 comme expliqué au
paragraphe 5.4.2.

Un calcul simple donne

7] = [ = o) g - pwty) + 20 )|
et
(X [X Y] = [—Q(QW@)+y2¢f(y))8fe§(y,z)+
0? O (y, 2
+zay§ £(v,2) +Z< fgyy Z)>

— (20(y) + 4yw (y) + g0 ()< aﬁ
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Comme expliqué au paragraphe 5.4.2, on définit la filtration (Ej)ren de
lalgebre de Lie engendrée par X et Y Lie(X,Y") en considérant les crochets
de longueur k&

Ey = 0

Eq VeCt(X(QQ),Y(QQ))

Ey = Vect(X(qo), Y (qo), [X,Y](q0))

E, = Vect(adF1o...oadFk,le(qO),FkE{X,Y}).

On adonc ny =dimE; =1, ng =dimFEy; = 1 et ng = dim F3 = 2. Ala
coordonnée y on associe le poids 1 et a la coordonnée z est associé le poids
3. En utilisant cette pondération, I’approximation d’ordre —1 du champ Y
est alors

0
Yy — 2 £(0,0) 2
y i (0)e= o~

car on sait que ¥(0) # 0. L’approximation nilpotente de la distribution
(X,Y) est donnée par

)
x-n — =
oy’
YD = 2p0)es00 9

0z

Dans la suite on considere ce qu’on appelle le modele nilpotent, donné par
la distribution

0
X = —

oy’

y* 9

ou par la métrique
4
g_1 =dy* + Edz?

On peut poursuivre le développement et on obtient & 'ordre 0 les champs
de vecteurs

9
oy’
— (es(o,mz —p(0)e£00,2

- <w<o>§§<o,o> + w’(o,0)> ef<070>y3> ({i,

On appelle modele générique d’ordre 0 la structure générée par les champs
de vecteurs

X =

9 y? 13\ 9
X=—,Y= = —
oy’ <€Z—|— 5 +ey 92’
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ou ¢ et & sont des constantes réelles, qui redonne le modele nilpotent pour
/
e=¢ =0.

5.6 FEtude des différents modéles

Les modeles précédents sont & rapprocher du cas Martinet qui fournit
un point de départ pour analyser le cas général et obtenir des estimés de
sphere et de la fonction distance en utilisant des calculs conduits dans le cas
Martinet en particulier dans [25]. On s’appuie sur l'analyse de [18].

5.6.1 De l’approximation nilpotente du cas des points de tan-
gence au cas Martinet

On s’intéresse d’abord uniquement au modele nilpotent
4
g1 =dy® + EdZQ

au voisinage de l'origine. Le but du paragraphe est, pour ce modele, de
calculer le flot partant du point go = (0, 0).

Proposition 41. Les géodésiques du modéle nilpotent partant du point qg =
(0,0) sont données par (p, = A, py(0) =1)

y(t) = —\2/]‘;(:11 (K (k) + vV, ),

1
) = [tﬁ+

+ 2 sn (K (k) + VX, k) en (K (k) + tVA, k) dn (K () + VX, k:)]

ot k = \/2/2 est un paramétre et par les symétries d’azes {y = 0} et {z = 0}
sip, # 0. Les géodésiques sont les demi-azes {z = 0,y > 0} et {z =0,y <0}
st p, = 0.

Démonstration. On introduit la distribution

y?
A = ker(dz — de)

Comme expliqué au paragraphe 5.4.3, on releve la distribution générée par
les champs de vecteurs (5.1) en la distribution générée par

8 429 9

r=21Y%9 p -
! 8x+28z’ 27 oy

qui forment un repére dans A. On définit bien a partir de ce repeére une
métrique sous-riemannienne avec distribution de rang constant sur R3, celle
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du cas de Martinet. On peut le compléter par F3 = 9/0z pour former un
repere dans R? définissant une métrique riemannienne. En utilisant les co-
ordonnées de Poincaré q et P; =< p, F; > le systeme d’extrémales normales
du hamiltonien correspondant

H = (P}+ P}

N | —

s’écrit de la maniere suivante :

qg = Z?:lPiFi(q)? Pl = {BﬂH}:ZZ:l{F)i?Pk}Pk?

ce qui s’écrit plus précisément

z = B,
= B,
;- Up (5.2)
2
P = yPP;,
Py, = —yPP;,
Py = 0.

Si on consideére le niveau H = 1/2, on a alors P2 + 9% = 1 et p, et p,
sont des intégrales premieres du systeme. On paramétrise la résolution du
systeme par la constante p, = A € R. On remarque également que l’en-
semble des extrémales reste invariant par le groupe de symétries engendré
par (z,y,2) — (x,—y, 2) et (x,y,2) — (—x,y,—2).

Pour intégrer, on peut utiliser A > 0 et P»(0) > 0. Dans le cas ou A =0
on obtient que P;, P> et P53 sont constants et

z(t) = Pit+x(0),
y(t) = Pat+y(0),
Pryi(t

z(t) = B 6

En particulier, si P» = p, = 0, on obtient la droite y(t) = z(t) = 0. Dans les
autres cas, on peut écrire

y? Y’
92 = (1 —Pl)(1+P1) = (1 — Pz — 2)\) <1 —f—px + 2)\) .
On note k et k' les parametres vérifiant k2 = (1 — p;)/2 et k2 + k"2 = 1 ainsi
que 7 = (yv/\)/2k la nouvelle variable. Ceci conduit & I’équation normalisée
7']2

3*=U—n%%ﬂ+k%%-
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On peut résoudre cette équation grace aux fonctions elliptiques décrites dans
le paragraphe 4.5.1. Comme on avait P»(0) > 0, on a aussi 7(0) > 0, ainsi
que y(0) = 0 ce qui conduit a

y(t) = —\Q/kch (K (k) +tV\ k).

Dans I’expression précédente, cn correspond a une fonction elliptique de Ja-
cobi, k joue le role du module elliptique et la constante K (k) est 'intégrale
elliptique complete de premiere espece (c’est le quart de période de la fonc-
tion cn (., k)).

On a relevé la métrique du cas de l'approximation nilpotente en une
métrique sous-riemannienne, et a partir des trajectoires précédentes en (z,
y,z) on obtient les extrémales de I'approximation nilpotente en fixant la
constante p, = 0. Ceci revient & utiliser comme valeur pour les modules
elliptiques k% = k2 = 1/2.

On integre 1’équation (5.2) en Z grace aux propriétés des fonctions ellip-
tiques car on a

y4f) = 4]{§cn4(K(k’) + t\F)" k).

Le résultat 36 énoncé au paragraphe 4.5.1 permet d’obtenir

A(t) = A

1
2(t) = W[tﬁJﬂ sn (K (k)+tV\, k) en (K (k)+tv/\, k) dn (K (k)+tV, k)]
ce qui conduit a la proposition. ]

La proposition suivante se déduit des calculs précédents et des analyses
faites dans [25]. On obtient en effet une expression de toutes les extremales
du modele presque-riemannien comme courbes paramétrées par le temps en
utilisant les symétries du systeme. On a aussi la quasi-homogénéité de (y, 2)
en la variable temporelle

Vs > 0, (y(st,\), z(st,\)) = (sy(t, s*X\), s32(t, s*N\)).

Pour une géodésique partant de origine, le premier retour sur l'axe (0z)
coincide avec le premier point de coupure. On a pour ce point de coupure
y(t) = 0 et donc t = 2K (k) /v/\, ce qui correspond & une coordonnée z(t) =
K(k)/(3)\%/?). On constate alors que le lieu de coupure est I'axe {y = 0}
tout entier.

Proposition 42. Dans le cas du modéle nilpotent,

() les sphéres de centre (0,0) sont subanalytiques,

(73) le lieu de coupure, pour A # 0, est l'axe {y = 0} composé de points
ot deur extrémales de méme longueur se coupent, chacune des extrémales
revenant sur l’axe une premiére fois, i.e. a l’instant t vérifiant K(/-c)—i—t\f =
3K (k), plus précisément t = 2K (k)/vV/A,

(#i7) les premiers points conjugués, pour X\ # 0, sont atteints approrima-
tivement pour K (k) +tvV/\ = 4K (k), i.e. pour t = 3K (k)/V\.
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x107°
2%

F1a. 5.1 — La sphere centrée au point de tangence dans le cas de I’approxi-
mation nilpotente pour un tres petit rayon (ty = 1073).

Remarque 11. Dans le cas sous-riemannien de Martinet en dimension trois,
les spheres peuvent perdre la sous-analyticité dans le cas limite &k — 1, ce
qui n’est pas le cas pour "approximation nilpotente des points de tangence
en deux dimensions oll k = v/2/2.

La sphere de petit rayon dans le cas de 'approximation nilpotente est
donnée sur la figure 5.1.

5.6.2 De l'ordre 0 & Martinet

Apres avoir établi des propriétés du flot a 'ordre —1, on considere la
déformation d’ordre 0. On rappelle qu’a l'ordre 0, le cas des points de
tangence peut étre donné par la distribution localement engendrée par les
champs de vecteurs

2
_ U ) B
F = <€z+ 5 +<c'y ) 55’ F, = ay (5.3)

Au méme ordre, le cas de Martinet peut étre normalisé et la métrique est
paramétrée par les trois constantes réelles a, (3 et ~y

gmo = (1+ ozy)2d3:2 + 1+ px+ ’yy)QdyQ,

ou la distribution est normalisée en la forme de Martinet 2dz = y?dz. La
métrique presque-riemannienne donnée par le repére orthonormé (5.3) peut
étre relevée en une métrique de rang constant en dimension trois comme
I’indique la proposition suivante qui montre la relation avec le modele d’ordre
0 d’une distribution de type Martinet.
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Proposition 43. Sur une structure presque-riemannienne, au voisinage
d’un point de tangence, on peut relever le modéle d’ordre 0 générique en
le modéle sous-riemannien de Martinet d’ordre 0 donné par la métrique

da? dy?
90 = 5+ 7 2
(e(1+x)) (14 2y + o(y))

sur la distribution kerw avec w = 2dz — y?dzx.

Démonstration. Le modele d’ordre 0 d’une structure presque-riemannienne
au voisinage d’un point de tangence peut étre donné par la distribution A

engendrée par
2
Y ;3\ O 0
Fy = + =+ —, Fh=—.
! <5Z g T > 0z 2 dy

On peut désingulariser la métrique correspondante en relevant les champs
de vecteurs pour obtenir une métrique sous-riemannienne de rang constant
dans R3. La distribution est engendrée par

_8 3/2 r 3\ 0 _a
Fg—ax—i-(ez—i-2+€y 92 F4—8—y.

On considere le difféomorphisme ¢ : (x,y,2) — (X,Y, Z) :

— € — 1’
—€
Y = yJ1+2y=y+ey*+o(y?),
Z = ze %,

Ce changement de variable induit

0 0 0
ar — U Nex —Zan
o , 9

o (1+2€y+0(y))87,

0 0

On a alors dans les coordonnées (X, Y, Z) les champs de vecteurs

Fyim 1+ 02 0+ 052 B (14 2y + o)
3TF ox  °© AR YT gy
La distribution engendrée par les champs de vecteurs F3 et Fy est bien ker w

avec w = 2dz — y2dz et on a la proposition.
O
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On calcule la dynamique du systeme dans ces mémes nouvelles coor-
données. En notant F3 = 9/0z et P, =< p, F; >, i = 1,2,3 les coordonnées
de Poincaré, les extrémales sont données par

X = —(1+X)P,

Y = (142Y +0(Y))Ps,

. Y2

Z = —8(1+X)7P1,

P = —e(1+X)Y(1+2Y +0o(Y)) PP,
P, = e(1+X)Y(142Y +o(Y))PPs,
Py = 0.

Ce systéme, en posant P3 = A (P5 qui vaut p, est bien une intégrale premiére)
et en reparamétrant la variable temporelle d7 = (1 + X)dt, se réécrit

dx
= — _gP

dr “

day (1+2€'Y+0(Y))P

dr 1+ X %
4z Y2

= - _e P

dr b

dP

d—l = “AY(1+2Y +0o(Y))Ps,
.

4P

d—Q = AeY(1+2'Y 4 0o(Y))P,.
=

Remarque 12. Lorsqu’on utilise un relevement en une structure sous-rieman-
nienne, la condition de transversalité d’origine p, = 0 devient moins simple.
Le changement de coordonnées ¢ : (z,y,z) — (X,Y,Z) induit en effet la
transformation suivante sur la variable duale

(pxypyapz):(PX7PY7PZ) dx 0Oy 0z

On obtient alors la condition de transversalité
0X oY o0z

5.6.3 Cas réflexif

Dans cette partie on introduit le cas dit réflexif, proche de 'approxima-
tion d’ordre 0 mais toutefois plus simple. Il peut étre donné par la distribu-
tion engendrée par les champs de vecteurs

2
_ v'\9 p 9
Fl—(sz+ 2>BZ’F2_8y'
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Il correspond & l'ordre 0 lorsqu’on est dans le cas particulier ou & = 0.
C’est un modele intéressant car, contrairement au cas générique d’ordre
0, la symétrie par rapport a l'axe {y = 0} est conservée et le modele est
intégrable.

On a dans ce cadre plus particulier la dynamique

dx

= — _gP

dr &
dy 1
D P
dr I+x° 2
dz Y2
= - P
dr c 9 ° b
dpP

=1 = _)evyp,
dr

dP:

=2 \eY P
dr

En utilisant le niveau constant du hamiltonien du systéme fixé & 1/2, on a
la relation P+ P =1 et on peut définir Pangle 6§ € R/27Z par P; = cosf
et P, = sin . Il satisfait les équations différentielles

de
— =AY
dr c
et £20
1
— = A ind.
ar? = e x ™

Cette équation est celle d’un pendule dissipatif.

5.7 Calcul d’estimés géométriques

Dans la suite, on continue de considérer le modele générique d’ordre O
et d’utiliser des techniques de [25] utilisées dans le cas sous-riemannien de
Martinet afin d’obtenir des informations sur le front d’onde et les lieux de
coupure et de conjugaison.

5.7.1 Front d’onde

Dans cette partie on calcule un développement asymptotique du front
d’onde a partir d’un point de tangence pour le cas générique d’ordre 0 lorsque
P, — 00.

Proposition 44. Soit la structure presque-riemannienne sur R? donnée
par le repére orthonormé suivant

2
Y , 3\ O 0
F=(ez+L 4+ Ay
! <€Z 2 gy)az’ 2 oy
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Les extrémales vérifiant la condition

(y7 Zapy7pz) = (07 07 il? )‘)

a Uinstant initial admettent pour |\| — oo et n = 1/+/|A| le développement
asymptotique suivant :

y(t) = nY°t/n) +n*Y(t/n) + o(n?),
2(t) = n*Z°%(t/n) +n'Z'(t/n) + o(n"),

avec (Y°,29 PY, PY) vérifiant la condition initiale (Y°, 2%, P2, P2)(0) =
(0,0,py(0),sign) et le systeme

"o
50 _ Py(Y°)!
4 )
P _(PB)Q(YO)?)’
2
Py = o, (5.4)

ainsi que (Y1, Z4, P}, PL) vérifiant la condition initiale (Y1, Z1, PL, PL)(0) =
(0,0,0,0) et le systeme

Yt = Py,

Z= PO 4 YUY 4 e20 (VO 4 (),

Blo= —PYPLYOP — (PR ((YOPY 42200 + 2 (v,

Py = (PR, (5.5)

Remarque 13. Les calculs sont similaires a ceux effectués dans le cas sous-rie-
mannien de Martinet. Dans le cas de I’approximation nilpotente, Y vérifie
une équation différentielle d’ordre deux

. 3
P (SrerR) v = e,
ol Y0 est une fonction elliptique périodique.

Démonstration. On considere le hamiltonien suivant :

=1 p2(ez + v +ey*)? +p2
2 \'F 2 Y
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et le flot extremal

y = Dy,
2 2
Z = p, <5z+y2+5’y3> ,
Y2
Py = -~y <5Z Tt 5/y3> (y + 3¢'y?),
y?
p. = —p° (z-:z +5+ €’y3> £

Les coordonnées y et z ont comme poids 1 et 3 et on se donne les poids 0 et
-2 pour p, et p, pour une forme d’ordre 0. On pose

y = ny,
z = 773Z7
Dy = PY)
Py
p = 55
z 772
ou 7 est un parametre. La dynamique de (Y, Z, Py, Pz) est
. P
y = =X,
n’
: Ve 2 5, _12.v6 3 2
Z = Py 4— eZY? + YD 4 2nY0 4+ 2een2Y3 + 22
. Y3 )
Py = —Pz (2 +eYZ 4+ 55/1/4 +3ne'(eZ + s/Y?’)) ,
P, = —P%s ( +enZ +¢ 77Y3>

En développant selon le parametre n de la fagon suivante :
Y = Y4yl +o(n),

Z = Z°+nZ' 4 o(n),

Py = Pp+nPy+o(n),

Pz = Pg+nPy+o(n),

on peut identifier les termes dominants

yo _ v

n
50 _ Py(Y°)!

4n
po (P2)*(Y°)
Y 277 )
Py =0
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On remarque que Pg est constant. En posant p,(0) = A, on peut fixer
n=1/y/|)\ et on normalise PJ & 1 ou —1.

Le temps est reparamétré en utilisant la variable temporelle s = tv/\.
Le systeme d’ordre -1 devient alors

dy? 0

ds Py,

az’ P!

ds 4 7
APy (PP’
ds 2 ’
PY = sign\.

Ce systeme a exactement la méme forme que celle des équations du flot
hamiltonien du modele nilpotent et la solution est connue d’apres la propo-
sition 41. En utilisant les notations du paragraphes 4.5.1 sur les fonctions
elliptiques et en fixant la valeur du module elliptique & k = 1/2/2, on obtient
pour le terme dominant

YOs) = —PL(0)vV2en (K(k) + ),
0
Z%s) = %(s + 2sn (K (k) 4+ s)en (K (k) + s)dn (K (k) + s)),
PY(s) = P2(0)+ (P2(0))3(—1 4 v2dn (K (k) + s)sn (K (k) + s)),
PY = sign)\.

De la méme maniere, en identifiant terme a terme a l'ordre 0 et en
reparamétrant le temps par la variable s on obtient le systéeme suivant

Yt o= Py,

. 1

7' = PO+ YOV + 20 (VO +E(VO)P),

: 3 5)

B = —PRPLY) — (PR (YOPY! +22070 + S/(YO)),
. 1

Py = —(PRP=(YO).

5.7.2 Lieu de coupure

On reste dans le cadre d’une structure presque-riemannienne générique
en dimension deux. On considere le modele générique d’ordre 0 pour lequel
on cherche a décrire le lieu de coupure a partir d’un point de tangence. La
proposition suivante donne la forme de cusp du lieu de coupure a proximité
d’un point de tangence (cf. figure 5.2).
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F1G. 5.2 — Pour le modele générique, le lieu de coupure a partir du point de

tangence n’est pas ’axe vertical privé de 'origine. On voit ici sa déformation

ainsi que des spheres de rayons différents.

Proposition 45. Soit une structure presque-riemannienne sur R? donnée
par le repére suivant :

2
Y /1,3 0 0
Fy=|ez+=+¢ =, In=—.
! ( 2 Y ) 9z "7 oy
Si e’ # 0, alors il existe des constantes réelles non nulles o et s telles que
le lieu de coupure a partir de (0,0) s’accumule a prozimité de (0,0) selon
l’ensemble

{(y’ Z)?'Z > 0522 = aly3} U {(y,z),z < 07 Z2 = O[ng}-

Démonstration. On se place dans le demi-plan z >. Le cas ou z < 0 peut
étre traité de la méme maniere.

On rappelle que, d’apres la proposition 42, dans le cas de 'approxima-
tion nilpotente, e = &' = 0, le lieu de coupure est 'axe {y = 0} privé du
point de tangence (0,0) et que le temps pour atteindre ce lieu & partir du
point de tangence avec un vecteur tangent initial (py(0),p.(0)) = (1, ) est
2K (v/2/2)/V/X et correspond au temps du premier retour sur axe {y = 0}
et a la premiere intersection avec la courbe symétrique par rapport a cet
axe.

Soit (YO,ZO,P}Q,PE) I'extremale issue du point de tangence avec les
conditions initiales (0,0,1,1) dans le cas ot € = ¢’ = 0. On sait que

YO(s) = —v2en (K (k) +s),

Z%s) = %(s + 2sn (K (k) + s)en (K (k) + s)dn (K (k) + s)),
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PY(s) = V2dn(K(k)+ s)sn (K (k) +s),
Py(s) = 1,

olt s = tV/\ est la variable temporelle et k = \/5/ 2 le module elliptique.
On considere le systeme (5.5) correspondant aux termes d’ordre 0 dans le
développement. On appelle ici (Y1, Z 1,P}1,,P§) la solution de ce systeme
dans le cas ot &/ = 0 et (Y*°,Z%°, Pp°, P2°) la solution du méme systeme
dans le cas ot € # 0, pour les mémes conditions initiales. On définit alors
les quatre fonctions g1, g2, g3, g4 de la facon suivante :

Y>® = Y'+ég,

Z>* = 714,
PP = Py+egs,
Py = PL4égs

La combinaison des équations différentielles satisfaites par les variables Y1,
Z1, Pll/ ,P%, Yoo, Z°°, Py° et Pg° donne pour les fonctions g;, i = 1,...,4,
les conditions suivantes

dg1
ds
dga
E — gl(yo)s + (}/0)57
dgs 3 042 D 1 -0\4
— = ——(Y — (Y

= S ()2 — (YO,

gs = 0, (5.6)

= 93

et les conditions initiales (g1(0), g2(0), g3(0)) = (0,0,0). Si on suppose que
(Y9, Z0 PO PO YL, ZY PL, PL g1, g9, 93, g4) sont solutions des systemes cor-
respondants 5.4, 5.5 et 5.6 avec les conditions initiales (0,0,1,1,0,0,0,0,
0,0,0,0), alors

(_Yoazov _P}gupgv _Y17Z17 _Pé'vpéhgla _92793794)

est aussi solution pour les conditions initiales (0,0, —1,—1,0,0,0,0,0,0,0,0).

On considere la condition initiale p,y, ou de fagon équivalente 79 =
1/y/P=0, qui engendre la courbe partant de I'origine (0, 0) v;,(.) et le temps
t = 2K (k). On suit une géodésique 7, (.) proche ayant pour condition initiale
n = 1o + cng + o(nt). On s’intéresse au front pour de grandes valeurs de p
et en utilisant des développements de Taylor en 7y a partir de

y = ny° (W) L (QK(:)UO> +o(1p),

;= n3Z°(<2K(:)”()> +ntz <2K(:)n°> +o(15),
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on obtient

y = ny" (Mﬁf)’”) LR E®R) + g RER) + o),

R (Wf’”) k(2 K (R) + /g2 (2K () + o).

En utilisant les relations Y°(2K (k)) = Z(2K(k)) = 0 et YO(2K (k)) = —1
on obtient les expressions suivantes

= (Y (2K (k) +€'91(2K (k) + 2K¢) + 0(770)
z = @Z°(2K (k) + ny(Z' (2K (k) + €'92(2K (k) + 3¢Z° (2K (k))) + o(ng)-
D’autre part, pour le front d’onde paramétré par les conditions initiales
py(0) = =1 et p. = 1/n avec n = 1o + g + o(15), on a
y = ng(=Y'(2K(k)) +£'q1(2K (k)) — 2K¢) + o(15),
z = W2 2K(K)) +n(Z' (2K (k) — €'g2(2K (k) + 3¢/ Z° (2K (k) + o(1p).

L’intersection des deux morceaux du front d’onde donne les deux relations
suivantes a ’ordre 2 pour la variable y et 4 pour la variable z en 7g

c+d = Yl(Qf(g ) o(1),
e o SREKE)

ce qui conduit a une intersection de deux courbes de méme longueur pour

e g (2K (k)) + Y(2K (k))

c = — 2K<k) +0(1)a
;92K (k) - Y (2K (k))
J o= =2 2K +o(1).

En remplacant les expressions dans les expressions du front, on obtient pour
le point de coupure les coordonnées

y = me (2K (k) — g2(2K (k) + o(np),
o = a2 ot

Ainsi pour &’ # 0, le lieu de coupure a partir de lorigine (0,0) s’accumule
selon I'ensemble {(y, ),z > 0,23 = a1y} avec
B 4K (k)

9e" (g1 (2K (k)) — g2(2K (k)))?

a1
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F1a. 5.3 — Le lieu de coupure (ici représenté pour z > 0) au voisinage de
I'origine I’atteint avec un cusp tangentiellement a I'axe y.

De la méme maniere on obtient que la branche inférieure du lieu de coupure
s’accumule selon {(y, 2), 2 < 0, 2% = azy?} avec

4K3?(k)
93 (g1(2K (k) + g2(2K (k)))3

a9 =

En outre on constate numériquement les valeurs g1 (2K (k)) — g2(2K (k)) =
—m et g1(2K(k)) + g2(2K (k)) = —3. O

Les figures 5.3 et 5.4 montrent plus précisément la déformation du lieu
de coupure dans le cas générique d’ordre 0.

Remarque 14. Ce type de développement asymptotique n’est pas valable
dans le cas sous-riemannien de Martinet. Il n’est pas possible dans ce cas,
contrairement au cas générique d’une structure presque-riemannienne, d’uti-
liser des développement pour des temps petits puisque la présence d’une
direction anormale pour k — 1 implique K (k) — oc.

5.7.3 Lieu conjugué

De la méme maniere que dans le paragraphe précédent, on va chercher
a savoir comment le lieu conjugué a partir de l'origine peut étre décrit dans
le cas générique d’une structure presque-riemannienne de dimension deux.
Le calcul numérique permet d’obtenir la proposition suivante.

Proposition 46. Soit une structure presque-riemannienne sur R? donnée
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Fi1c. 5.4 — Le lieu de coupure dans le domaine z < 0.

par le repére orthonormé suivant

2
Yy /.3 9
= L =
0
Fr = —.
2 ay

1l existe une constante réelle o non nulle telle que le lieu conjugué a partir
de lorigine (0,0) s’accumule selon ’ensemble {(y, z),z = ay*}U{(y, 2), 2 =
—ay®1\{(0,0)}.

Le lieu des premiers points conjugués a partir du point de tangence est
représenté pour le demi-plan supérieur sur la figure 5.5.

Démonstration. D’apres la proposition 44, I'application exponentielle en
(0,0) est donnée par

(n,s) = (Y°(s) + o(n),n° Z°(s) + o(n?)),

ou s = t\/p, est la variable temporelle et 1 sert a paramétrer le vecteur
tangent initial, ainsi que

VO(s) = —P%(0)v2en (K(k) + s),
0
Z%s) = %(s + 2sn (K (k) + s)en (K (k) + s)dn (K (k) + s)).

Le premier temps conjugué a 0 est le premier zéro du jacobien de ’applica-
tion exponentielle et c’est le premier zéro de

RV ay?°
3 0 0 3
YO=2 30— .
n < P ds>+0(n)
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x107%
12

0.6

04

Fic. 5.5 — Le lieu conjugué a partir de l'origine dans le cas génrique,
représenté ici seulement pour z > 0.

On peut calculer numériquement que la fonction

= Yod—ZO - ?,Zo—dy0

i(s) ds ds

s’annule pour la premiere fois au temps s = s93K (k) et que j'(sg) # 0. Le
premier temps conjugué est de la forme sg + o(1) O
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Conclusion et perspectives

Dans cette these, nous avons vu différentes applications de la théorie
du controle optimal & la mécanique spatiale et a la géométrie presque-
riemannienne.

En particulier, le probleme de moyennation du transfert orbital est étudié
dans le cas de 1’énergie minimale. Les cas planaires bientrée et tangentiel
peuvent étre mis dans un méme systeme de coordonnées propice a ’étude
d’optimalité. Les calculs ont été ici complétés dans le cas orthoradial pour
conclure : 'absence de points conjugués s’obtient par un argument de cour-
bure ou par un argument numérique dans le cas orthoradial pour pg # 0 qui
est plus intriqué. Pour le probleme tridimensionnel, les calculs de moyenna-
tion font apparaitre un probléme sous-riemannien pour le réle du controle
hors-plan.

La motivation principale de ces études de moyennation reste la construc-
tion de continuations entre les différents problemes. Un cas tres intéressant
en pratique est la continuation entre les problemes L?, de la minimisation
de Iénergie, et L' ou de temps minimal et en particulier le cas plus simple
du systéeme monoentrée, pour lequel le contréle est scalaire. La moyenna-
tion permettrait d’initialiser cette continuation. Cette construction reste a
faire et doit étre la prochaine étape pour compléter ’étude et permettre
I'implémentation.

Les applications du chapitre 3 illustrent des méthodes numériques a
poussée faible et a poussée forte. Dans ce premier cas, le code Mfmax s’ap-
puie sur de la continuation pour suivre un chemin de zéros de la fonction
de tir. Cette méthode est particulierement efficace avec un grand nombre de
commutations comme le montre 1’étude, en particulier lorsqu’on applique un
procédé de détection d’événements utilisant une sortie dense de l'intégrateur
comme implémenté et testé ici. A poussée forte, une méthode différente est
mise en oeuvre avec une résolution par arcs pour trouver une trajectoire
vérifiant les contraintes de réallumage.

Les systémes moyennés du chapitre 2 ménent naturellement a 1’étude plus
générique de métriques sur la deux-sphere de révolution. Pour une étude
globale, nous avons conduit des calculs d’intégration a 1’aide de fonctions
elliptiques de Jacobi ainsi que de I'outil numérique dans des cas canoniques
pour I’étude de 'optimalité. Des calculs en cours completent I’étude et ont un
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intérét dans le probleme de transport de Monge-Kantorovitch, notamment
sur la convexité du domaine d’injectivité tangent. Le chapitre 5 présente
des calculs effectués pour I’étude locale des points de tangence et de la
singularité. Dans cette étude on a brisé la symétrie par rapport a ’équateur.
En particulier, on y calcule des estimés de la fonction distance et de lieux de
coupure et de conjugaison pour différents modeles. A ces analyses peuvent
a avenir s’ajouter des calculs de formes normales afin d’y faire apparaitre
des invariants pour des modeles d’ordres supérieurs, ce qui manque ici.
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