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Contexte et motivations

Quelle est I’étape suivante dans le développement des missions spatiales 7
Cette question est le point de départ d’'une multitude de projets de recherche, de déve-
loppement et d’ingénierie dont la présente these.

Cette volonté d’anticipation n’est pas un fruit du hasard. L’industrie spatiale connait
une nouvelle dynamique depuis quelques années. Les enjeux du développement dans ce
domaine sont de plus en plus importants. Les travaux entrepris actuellement sont dictés
par les objectifs que l'on se fixe a court et moyen termes, mais influencent certainement
I’avenir de la conquéte spatiale.

Les missions qui, actuellement, suscitent de plus en plus d’intéréet sont les stations or-
bitales. Ces engins sont caractérisés par leur polyvalence, leur durée de vie importante,
mais surtout par leurs dimensions imposantes nécessitant un assemblage en orbite. Ces
installations orbitales peuvent étre de véritables laboratoires en orbite (SALIUT, MIR,
SKYLAB), elles peuvent remplir des missions militaires (ALMAZ, SKYLAB), servir de
plateforme de coopération internationale (ISS), avoir un role expérimental (GENESIS) ou
méme touristique (SUNDANCER).

Certaines missions scientifiques de nouvelle génération sont caractérisées par des instru-
ments distribués sur plusieurs satellites. Les applications de cette nouvelle approche sont
tres variées. On peut citer I'étude du champs magnétique terrestre (GRACE), U'interféro-
métrie (Roue interférométrique, TPF, DARWIN, LISA), 'observation de la Terre (CA-
LIPSO, CLOUDSAT), la téléscopie (SIMBOL-X, XEUS, New World Observer). Outre
le fait que ces missions offrent de nouvelles perspectives pour la recherche scientifique,
non réalisables avec des missions classiques, des économies sensibles en cotit de lancement
peuvent étre réalisées en réduisant la dimension des engins lancés.

Un facteur commun des stations orbitales et des missions scientifiques citées est la néces-
sité de gérer en parallele, plusieurs satellites évoluant a des distances relativement faibles.
Ceci a lieu lors des phases d’assemblage et de ravitaillement des stations orbitales, et
pendant toute la durée de vie des missions multi-satellites.

Les configurations orbitales ou plusieurs satellites évoluent a proximité sont généralement
appelées les formations de satellites. Sous les contraintes liées aux applications citées, les
formations de satellites introduisent des nouveaux défis technologiques et théoriques dans
plusieurs domaines, notamment celui du guidage, navigation et commande (GNC). Les
opérations orbitales doivent désormais étre opérées en navigation relative, afin de prendre
en compte les trajectoires des satellites a proximité. L’autonomie des manceuvres est une
autre exigence rencontrée dans ce contexte afin de réduire la dépendance vis-a-vis des
autres satellites et des stations au sol.

Le rendez-vous orbital fait partie des opérations incontournables durant la mise en
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ceuvre des formations de satellites ou la construction et le maintien des stations orbitales.
Il s’agit d’un transfert orbital effectué par un engin spatial afin qu’il rejoigne un autre
satellite. Ajouté aux contraintes d’autonomie et de navigation relative, le rendez-vous
requiert des couts importants en carburant et en puissance de calcul. Ceci a motivé un
grand nombre de travaux visant a simplifier la résolution de ce probleme tout en réalisant
des économies d’ergol, le but ultime étant d’intégrer tous les calculs liés a cette opération
au logiciel de vol, embarqué a bord du satellite.

Définition du rendez-vous orbital

Dans la littérature, on trouve plusieurs définitions du rendez-vous orbital. Nous rete-
nons la définition présentée par Fehse dans [6] :

Le rendez-vous orbital est une série de manceuvres orbitales et trajectoires controlées, qui
conduisent successivement un véhicule actif [dénommé chasseur/ au voisinage — voire en
contact — d’un véhicule passif [dénommé cible].
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Fic. 1 — Déroulement du rendez-vous de ATV-ISS courtesy of ESA

La figure 1 montre les différentes étapes d’un rendez-vous de I'ATV avec I'ISS :

— Le phasage, ou 'écart de phase absolue entre les deux véhicules est réduit afin de
pouvoir passer en navigation relative. Cette étape intervient apres le lancement et
I'injection du chasseur dans une orbite voisine de celle de la cible;

— la phase dite du "homing” ou il s’agit de déplacer le satellite vers une position stable
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a proximité de la cible. Cette étape se fait exclusivement en navigation relative en
partant de conditions initiales connues vers des conditions finales fixées. Le homing
fera l'objet de plus de développements dans la suite de la these;

— la phase dite du "closing”, qui rassemble des opérations de proximité et de capture
du chasseur par la cible;

— l'arrimage : jonction finale entre les deux engins. Cette étape n’est pas opérée dans
le cas des vols en formation.

Historique du rendez-vous orbital

Le rendez-vous orbital est devenu un défi majeur dans le domaine aérospatial. Les
nouvelles tendances que connait l'industrie spatiale ne font que confirmer l'intérét de
cette technique. Les missions d’exploration interplanétaires, les missions impliquant des
formations de satellites ainsi que celles liées aux stations orbitales font toutes appel a des
manceuvres du type rendez-vous orbital. L’intérét pour cette technologie date, toutefois,
des premieres missions spatiales.

Durant la guerre froide et dans le contexte de la course a ’espace, les deux pionniers de

I’ere spatiale, a savoir I’Union Soviétique et les Etats Unis d’Amérique ont posé les bases
de ce qui est devenu un enjeu de taille dans la conquéte de 1'espace. Des 1960, les deux
puissances ont alloué des budgets conséquents pour le développement de la technologie
du rendez-vous orbital. L’objectif était, au-dela du prestige de la maitrise technologique,
de préparer les futurs vols habités vers la Lune. C’est a partir de cette période que deux
"écoles” ont vu le jour. L’approche privilégiée par les russes était l’automatisation globale
de la manceuvre. Une premiere réalisation a été effectuée le 12 aout 1962 lorsque Vostok
4 a approché Vostok 3 jusqu’a une distance de 6.5 km [21].
Une opération similaire a été réalisée avec Vostok 5 et 6 pour une distance minimale de
5 km. Ces approches ont été caractérisées par une durée courte et une dérive rapide. Le
choix de 'automatisation, qui induisait de grandes difficultés techniques et de gros cotits
financiers était surtout dicté par la volonté de développer des systemes pouvant opérer en
missions habitées ou inhabitées. Le projet Soyouz s’inscrivait dans la continuité du projet
Vostok. Des avancées technologiques notables ont été atteintes dans le cadre de ce projet.
Ces apports font que, 40 ans plus tard, le vaisseau Soyouz continue a étre utilisé par la
station spatiale internationale. Une des grandes nouveautés de ce projet fut le systeme
IGLA, qui assurait la quasi totalité des manceuvres de rendez-vous automatiquement, et
d’une maniere relativement autonome [13].

La NASA, créée en 1957 en réaction aux succes de la mission russe Spoutnik, s’est
intéressée également au rendez-vous orbital apres le projet Mercury qui visait a réaliser
un premier vol habité extra-atmosphérique. Le projet Gemini fut donc lancé avec, comme
objectif, la préparation et la maitrise des techniques pré-requises pour le futur projet de
mission lunaire, Apollo. La NASA a opté pour une approche manuelle ot un opérateur
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humain se charge des différentes opérations orbitales. Techniquement moins complexe
a mettre en ceuvre que l'approche soviétique, cette démarche nécessite néanmoins un
entrainement plus poussé des membres de 1'équipage. La premiere mission réussie de
Gemini eut lieu en 1965 ot la distance minimale entre deux véhicules Gemini 7 a atteint
les 30 cm. En 1966, Niels Armstrong a piloté Gemini 8 pour ce qui est considéré comme
le premier arrimage de 'histoire [8].

Le projet Apollo fut 'aboutissement et la synthese de tous les efforts entrepris dans le
cadre des programmes américains précédents. L’objectif était, rappelons-le, d’envoyer un
équipage sur la Lune et d’en revenir. Ceci impliquait un alunissage d’'un module lunaire
(LEM) qui devait ensuite décoller et rejoindre un module de commande (CSM) en réalisant
un rendez-vous orbital. Le succes historique de la mission Apollo 11 le 10 juillet 1969 et des
vols ultérieurs a conforté le choix de la commande manuelle par la NASA. Les réductions
budgétaires et la réorientation de la politique spatiale américaine vers les stations orbitales
ont mis fin au projet Apollo. Une nouvelle étape de développement de rendez-vous spatial
avait ainsi commencé [1].

A partir de 1975, l'intérét des deux puissances s’est porté sur les stations orbitales
habitables, ou les séjours des équipages devaient durer plusieurs mois. Ceci permettait —
entre autres — de réaliser des expériences scientifiques en apesanteur. Cette réorientation
de politique a donné lieu aux projets Skylab (USA, 1973 a 1979) et Saliut (URSS, 1971
a 1991). La deuxieme génération de stations orbitales est caractérisée par des dimensions
plus imposantes et des durées de vie supérieures. On peut citer : Mir (URSS, 1986 a 2001)
et la station spatiale internationale (USA indépendamment, puis une coopération inter-
nationale, 1998 - présent). Dans une premiere étape, les développements des techniques
contribuant au rendez-vous orbital ont continué séparément. Le couple Soyouz/Progress
exploitant le méme systeme de rendez-vous automatisé appelé Kurs, a été développé a
partir du systeme IGLA qui a fait ses preuves durant les projets précédents. La NASA,
pour sa part, a développé un nouveau concept : la navette spatiale réutilisable. Chaque
mission de la navette inclut au moins une manceuvre de rendez-vous. C’est ainsi que les
cing navettes spatiales américaines en service ont effectué 57 rendez-vous durant la période
1983-2005. L’éventail des missions s’étendait du ravitaillement de la station internationale
au changement d’équipage en passant par la correction de trajectoire et la réparation de
satellite (Hubble en 1993). Le dispositif employé pour la mise en ceuvre de rendez-vous
orbital de la navette spatiale est basé sur 'opérateur humain a l'image des projets amé-
ricains précédents, mais une certaine automatisation et une assistance par ordinateur ont
été apportées afin de faciliter la tache de I’équipage.

La station internationale ISS a révélé la nécessité d'une coopération internationale afin
d’amortir les cotits élevés de développement et d’exploitation. La coopération a commencé
a travers 'utilisation du cargo russe Progress et du vaisseau Soyouz pour ravitailler I'ISS.
Apres la désorbitation de Mir en 2001 pour des raisons principalement budgétaires, 1’ef-
fort s’est focalisé sur I'amélioration des systemes et procédures utilisées dans le cadre du
rendez-vous. L’autonomie des manceuvres est devenu un critere prioritaire pour la réussite
des prochaines missions. Les précédentes techniques développées pour le rendez-vous, ma-
nuelles ou automatiques, faisaient intervenir les deux véhicules concernés par la manceuvre
a travers la coopération et le partage de données de mesure. L’autonomie doit permettre
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a un véhicule chasseur de réaliser un rendez-vous sans intervention du véhicule cible. Ceci
permet de prévoir des rendez-vous entre différents types de véhicules, et d’élargir ainsi le
champs d’application de cette technique.

Depuis quelques années, de nouveaux acteurs ont rejoint les deux puissances historiques.
Le Japon par le biais de la NASDA (devenue JAXA en 2003) a développé le cargo de
ravitaillement H-II Transfer Vehicle (HTV). L’origine du projet remonte a 1998 avec la
mission ETS-VII qui est reconnue comme le premier rendez-vous autonome. Le HTV a
inauguré une série de missions vers I'ISS en 2009 dont une de 52 jours. L’Europe via
'agence spatiale européenne (ESA) a développé pour sa part I’ATV. C’est un cargo auto-
matique de ravitaillement pour I'ISS dont la premiere mission “Jules Verne” a été réalisée
avec succes en avril 2008. Sa capacité de charge est supérieure a celle de 'HTV, et il de-
vrait remplacer Progress a moyen terme. Un second lancement est prévu pour 2010 et une
utilisation plus intensive sera envisagée apres 'arrét des navettes spatiales. Ces projets
ont été précédés par des démonstrateurs technologiques comme PRISMA ou DART, afin
de tester les techniques dans un environnement orbital réel. D’autres projets sont en cours
afin de continuer le développement et renforcer la maitrise de cette technique. L’aspect
autonomie est omniprésent, a coté d’autres contraintes de sécurité telles que I'évitement
de collision ou la gestion de débris spatiaux.

Le probleme du rendez-vous orbital

Dans cette these, nous considérons la classe de problemes de rendez-vous représentée
schématiquement sur la figure 2. A partir de la position et de la vitesse du véhicule chasseur
spécifiées dans une base locale rattachée au véhicule cible a un instant initial ¢;, il s’agit
de déterminer la loi de propulsion impulsionnelle donnée par une série de changements
de vitesse instantanée AV ;» minimisant la consommation de carburant et qui amene le
véhicule chasseur en un état final donné en position et vitesse relatives au véhicule cible,
en une durée fixée t; — 1.

Hypotheses et cadre de I’étude

Le probleme du rendez-vous orbital dans sa généralité, peut étre formulé de diverses
manieres selon les cas traités et les objectifs escomptés. Nous donnons dans la suite un
cadre a notre étude, en énoncant les hypotheses basiques que nous considérons tout au
long de la these. Ces hypotheses nous menent vers une formulation précise, restrictive,
qui permettra d’exploiter des outils mathématiques simples et efficaces afin d’obtenir des
résultats concrets et proches des applications réelles.
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1. Navigation relative et modélisation linéaire

La phase du rendez-vous étudiée est celle du homing. Elle débute lorsque le chasseur
se trouve dans un voisinage proche (typiquement quelques dizaines de kilometres) de la
cible grace a des manceuvres orbitales précédentes (injection et phasage). Le voisinage in-
tersatellitaire se définit comme la région ou il est possible d’utiliser la navigation relative
et la modélisation linéaire. La navigation relative se base sur I’évolution de la position et
de la vitesse du chasseur rapportées a la cible. Elle peut étre étudiée notamment a I’aide
du vecteur p représenté sur la figure 2. Nous verrons qu'il existe d’autres moyens pour
étudier I’évolution du mouvement relatif de deux véhicules a proximité.

Les modeles d’évolution du mouvement relatif sont supposés linéaires a parameétres inva-
riants ou vartants dans le temps suivant 1’excentricité de I'orbite cible et les perturbations
orbitales considérées. La forme générale de ces modeles est donnée par les équations d’état :
dX(t
PO _ A x+BOUE 0
avec :

— X(t) : vecteur d’état du mouvement relatif du chasseur par rapport a la cible;

— A(t), B(t) : matrices d’état du modele dynamique;

— U(t) : vecteur de commande, comprenant notamment les poussées des moteurs.
Dans certains cas, les matrices de transition directes ®(t, %), solutions de 1’équation dif-
férentielle autonome (1), peuvent étre établies. Ceci donne lieu a des relations directes du

type :
X(t) = @t to)X(to) (2)

ou t et ty représentent respectivement l'instant courant et I'instant initial. Nous verrons
par la suite que cela induit une simplification importante du probleme de la commande
optimale défini par le probleme du rendez-vous en remplagant la contrainte différentielle
par une contrainte algébrique.

2. Manceuvres impulsionnelles

Les manceuvres de rendez-vous considérées dans la suite sont de nature impulsionnelle.
Il s’agit d’incréments de vitesse instantanés de la forme :

AV () = Av(t)B(t) =v(t]) —v(t;)) (3)

ou :
— t; est 'instant d’application de I'impulsion ;
— Au(t;) est 'amplitude de I'impulsion ;
— ((t;) est sa direction.
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Une formulation continue a ’aide des impulsions de Dirac peut étre également utilisée :

ti=ty

AV(t) = Y Av(t)B(t:)o(t — t;) (4)

i=t1

Cette modélisation est utilisée sous I'hypothese que la durée des poussées est faible devant
la période orbitale. En pratique, la nature des poussées n’est pas purement impulsionnelle.
Il est montré dans [16] que les écarts en optimalité du critere vis-a-vis d'une modélisation
plus réaliste sont principalement dus aux effets du gradient de gravité et du changement
de direction de poussée lors des phases de poussée.

Un moteur fournit de la poussée en propulsant une quantité de masse vers la direction
opposée au mouvement. Cette quantité de masse peut venir d’eau, d’air, de résidus de
combustion ou de tout autre matiere; son éjection peut étre obtenue par combustion,
différence de pression, ou n’importe quel autre mécanisme.

La poussée F' obtenue est :

F = 1.+ AP, — P) (5)

ou :

— m est le débit de masse;

— v, est la vitesse d’éjection ;

— A, est la surface de la tuyere;:

— P, — P, est le gradient de pression entre le réservoir et ’environnement ambiant.
La performance d’un moteur est donc paramétrée par m et F. L’impulsion spécifique
permet de mesurer cette performance, pour un débit en masse et une poussée constante :

t
/th
e I

e e ()

9 gm  gf mdt

<

I, =

g est accélération gravitationnelle au niveau de la mer. L’impulsion spécifique est une
mesure de l'efficacité avec laquelle la consommation de carburant est convertie en poussée.
Dans le cadre des propulseurs impulsionnels, retenu dans cette these, la vitesse d’éjection
est constante.

3. Critéres de consommation

Suivant les capacités d’orientation du véhicule chasseur et suivant les spécifications de

la mission, le calcul de la consommation peut prendre différentes formes.
- Dans le cas ou le propulseur (le véhicule spatial est équipé d’un unique propulseur)
peut étre orienté dans n’importe quelle direction aux instants de poussée, le critere




tel-00546293, version 1 - 14 Dec 2010

INTRODUCTION GENERALE 11

de consommation est alors défini par :

ZHAV Mo = D \JAV2(E) + AV(L) + AV2(t)

i=

= ¢Av (B2(t:) + B2(t) + B2(t, ZAvZ—nAvnl

(7)
ot Av=[Av; - Auvy }teRN.
- Si 'on suppose par contre que 1’on dispose de propulseurs dans chacune des direc-
tions, la consommation est définie par :

ZHAV M = Z [AVL ()] + [AV, ()] + |AVL(E:)])

= Zsz (18:(t:) 4 18, (t:) | + 8. (t:) ZA%

(8)
ot a(t) = (|8:(t)] + 18,0 + [B:(8)]) et AV = [ AV (t1)" -+ AV (ty)! }t € R3V.
Dans les définitions précédentes, nous avons adopté les notations suivantes.
- AV(t;) est un vecteur de poussée impulsionnelle opérant a l'instant ¢; défini par ses
composantes dans la base locale :

AV, (t;)
AV(H) = | AVt
AV.(t;)

et dont la norme est donnée par Av;.
- B(t;) est le vecteur unitaire (||3(t)|| =1, V t € [t1,tf]) de direction de la poussée a
I'instant ¢; défini par ses composantes dans la base locale :

B=| By(t:)
ﬁz(tz)

Il n’y a pas, a notre connaissance, de relation directe entre .J; et J si ce n’est la relation
d’ordre obtenue en appliquant I'inégalité triangulaire :

J < Jo 9)

Suivant les possibilités d’orientation du véhicule chasseur, d’autres combinaisons ont été
proposées dans [7] et [20].
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Formulation mathématique du probleme du rendez-
vous

Le probleme du rendez-vous peut étre identifié & un probleme de commande optimale
généralisé. Dans notre cas particulier, 1l s’agit d'un probleme a consommation minimale
en temps fixé. Nous donnons ici une formulation mathématique générale du probleme, qui
nous permettra d’identifier les différentes problématiques qui s’y rapportent.

J*(g,AUz‘aﬁ(ti)vtﬂN): Av~g(lti'r)lt~N Js

sous
N

X(t) = AM)X(t) + B(t) Y Blt:) Avid(t — t;)

i=1

\D(tle(tl)atva(tf)ag) =0

0<Av <Ay, <Av ,Vi=1,---,N
(10)

avec :

— & : parametres définissant le probleme traité;

— Aw; : amplitude de la i*™ impulsion ;

— B(t;) : direction de la i*™¢ impulsion ;

— t; : date d’application de la i*™® impulsion ;

— J, : critere de consommation J; ou Js ;

— X : vecteur d’état du mouvement relatif;

— WU : conditions aux bouts;
N : nombre d’impulsions. Sauf mention contraire, ¢; correspond a t; d'une maniere
générale.
Cette formulation est inspirée de la classe générale des problemes de commande optimale
impulsionnelle. Une formulation de cette classe de problemes est donnée par Rishel dans
[15] & l’aide de la théorie de mesure. Il introduit notamment la méthode du changement
discontinu de temps qui devient une variable d’état. Robinson dans [17] propose une
formulation similaire, adaptée aux problemes de transfert & consommation minimale. Il
remplace les mesures employées par Rishel, par la vitesse caractéristique donnée par :

[[av = v -vi (11)

1

ou la dynamique du systeme est modélisée par :

dX(t) = [t X(0))dt +g(t, 5(t))dV(¢) (12)
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De nombreux travaux théoriques ont pour objet de généraliser le principe de Pontryagin a
ce type de problemes a 'aide d’outils mathématiques sophistiqués (analyse non différen-
tielle, théorie de la mesure ...), notamment dans [19], [18], [14] et [2]. Nous placant dans
une optique d’applicabilité, nous nous préoccupons dans ce travail de méthodes efficaces
numériquement.

Si l'on dispose de la matrice de transition ®(¢,¢;) associée a la contrainte différentielle
définie par I’équation d’état, le probleme de commande optimale (10) se simplifie en un
probleme d’optimisation paramétrique (13) portant sur le nombre, 'amplitude, 1'orienta-
tion et les dates d’applications des incréments de vitesse [3].

J*(g,A’UZ,ﬁ(tZ),tZ,N) = min J*

Av;,B(ti),ti, N
SOus

X(ty) = D(ty, 0) X (1) + > (tg, 1) B(t:) B(t;) Av;

i=1
\I[<t17X(t1>7tf7X(tf)7§) =0

0<Av <Ay, <Ay Vi=1,--- N
(13)
Cette formulation, en plus de permettre d’utiliser des outils d’optimisation avancés, ne
nécessite aucune intégration des solutions. L’implantation des résultats obtenus y est
donc simplifiée. Compte tenue de la complexité usuelle des modeles relatifs, I'intégration
analytique des résultats peut étre tres complexe.

Objectifs de la these

A partir des différentes formes de la formulation mathématique du probleme du rendez-
vous (équations (13) et (10)), nous avons identifié un certain nombre de problématiques
qui ont motivé les travaux entrepris dans le cadre de cette these. Les questions soulevées
concernent deux domaines différents : la modélisation du mouvement relatif de satellites
et la synthese des algorithmes de guidage.

1. Modélisation du mouvement relatif de satellites

Un certain nombre de problématiques liées a la modélisation du mouvement relatif
apparait a travers les deux formulations présentées précédemment.
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— Le choix du vecteur d’état : ce choix intervient a plusieurs niveaux. L’écriture des
contraintes dynamiques du probleme de commande optimale est conditionnée par
la nature du vecteur d’état. De plus, les modeles d’évolution du mouvement relatif
sous forme d’équations d’état ou de matrices de transition y sont étroitement liés;

— la synthese des modeles : les modeles doivent étre linéaires et permettre 'autonomie
des manceuvres. Les modeles d’évolution sont évidemment influencés par le choix des
vecteurs d’état, mais aussi par la démarche suivie dans la synthese et les hypotheses
considérées ;

— les matrices de transition : la formulation alternative basée sur les matrices de
transition directe permet de transformer le probleme de commande optimale en
un probleme d’optimisation paramétrique. Des outils mathématiques d’optimisa-
tion peuvent des lors étre exploités. La construction des matrices de transition n’est
cependant pas une opération simple, et nécessite parfois des démarches adaptées et
des simplifications spécifiques aux cas considérés.

C’est autour de ces trois points que la premiere partie de la these est articulée.

Dans un premier chapitre, un état de 'art en modélisation du mouvement relatif est
établi. Une analyse bibliographique de I’essentiel des modeles existants dans la littérature
est donnée. Cette analyse permettra d’avoir une vue globale sur la problématique de mo-
délisation du mouvement relatif.

Ensuite, une méthode générale de synthese de modele d’état est présentée. Elle permet
de retrouver tous les modeles cités dans la section précédente et d’y apporter plus de
généralité et de rigueur dans la phase de développement.

La construction des matrices de transition directe sera revue a travers des transformations
non linéaires et linéaires de variables, permettant d’utiliser différentes formes de vecteurs
d’état et d’en tirer profit.

Un propagateur d’orbite est également développé. Il est utilisé comme un outils de simu-
lation pour les besoins de la these. Une procédure de validation a travers des éléments de
comparaison numérique est proposée afin de justifier 'utilisation de ce simulateur en tant
que référence.

2. Synthese des algorithmes de guidage pour le rendez-vous

Le probleme du rendez-vous tel qu’il est formulé en (10) et (13) est un probleme
d’optimisation paramétrique sous contraintes. Les variables d’optimisation de ce probleme
sont :

— I'amplitude des impulsions Awv ;

— la direction des impulsions (5(t;) ;
les dates d’impulsion ¢; ;
le nombre d’impulsions N.

On peut d’ores et déja remarquer que la difficulté du probleme dépend d’une maniere
explicite de la complexité du modele d’état. Les dates d’impulsion sont des variables in-
trinseques, considérées a travers la matrice de transition directe ®. Le nombre d’impulsions
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est quant a lui, un parametre qui affecte la structure du probleme en changeant le nombre
des variables a optimiser.
Les problemes (10) et (13) peuvent étre approchés de plusieurs manieres :
— les méthodes conventionnelles, basées sur la mécanique spatiale ;
— les méthodes directes, ou des outils de programmation linéaire sont utilisés pour une
résolution numérique directe du probleme;
— les méthodes indirectes, pour une résolution analytique du probleme a 'aide d’outils
issus de la commande optimale.
Chacune des classes de méthodes citées se caractérise par une approche particuliere du
probleme, et des propriétés différentes des résultats obtenus.

L’objectif de la deuxieme partie de la these est la mise en ceuvre d’algorithmes de
résolution du probleme de rendez-vous impulsionnel basés sur les méthodes citées.
Les méthodes conventionnelles sont passées brievement en revue car elles n’offrent aucune
garantie sur I'optimalité. Par contre, la simplicité de ces techniques facilite leur exploita-
tion.
En ce qui concerne les méthodes indirectes, il s’agit en premier lieu de mener une analyse
des travaux antérieurs (travaux de Carter [4, 5|, Lawden [10, 9], Lion & Handelsman [11]
et Neustadt [12]). Une reformulation du probleme (13) pour un nombre d’impulsions fixé,
en probleme d’optimisation polynomiale est ensuite donnée. Ceci donnera lieu a la syn-
these de deux algorithmes permettant de résoudre certains probléemes non traités dans la
littérature. Des outils mathématiques tels que I'optimisation polynomiale, I’homotopie et
les bases de Grobner sont présentés et employé lors de la synthese des algorithmes.
Les méthodes directes sont considérées a travers 1’élaboration d’un algorithme de guidage
a consommation minimale en temps fixé. Bien que les solutions obtenues par ces mé-
thodes soient sous-optimales d'une maniere générale, d’autres possibilités offertes par ces
approches compensent cet inconvénient. En effet, la facilité de I'implantation, la prise en
compte de contraintes supplémentaires ainsi que ’extension pour la prise en compte de la
robustesse du plan de manceuvres sont simplifiées par cette classe de méthodes. Des élé-
ments préliminaires de robustesse sont donnés a I'issue du développement de ’algorithme
de guidage directe.
Un chapitre consacré a la validation numérique est proposé a la fin de cette partie. La
résolution de certains scenarii de rendez-vous académiques et réels est présentée. Les dif-
férents algorithmes développés au cours de cette partie sont testés, validés et comparés.
Les résultats obtenus sont confrontés également aux travaux issus de la littérature.




’

ENERALE

’

INTRODUCTION G

16

0TOZ 98d ¥T - T UOISISA ‘€62917500-19}




tel-00546293, version 1 - 14 Dec 2010

17

Bibliographie

1]

2]

James D. Alexander and Robert W. Becker. Apollo experience report - evolution of
the rendezvous-maneuver - plan for lunar-landing missions. Technical report, NASA,

Washington D.C.,; 1973.

A. Arutyunov, V. Jac¢imovi¢, and F.L. Pereira. Second order necessary conditions
for optimal impulsive control problems. Journal of dynamical and Control Systems,
9(1) :131-153, 2003.

T.E. Carter. New form for the optimal rendezvous equations near a keplerian orbit.
Journal of Guidance, Control, and Dynamics, 13(1), janvier-février 1990.

T.E. Carter. Optimal impulsive space trajectories based on linear equations. Journal
of Optimization Theory and Applications, 70(2), aout 1991.

T.E. Carter and J. Brient. Linearized impulsive rendezvous problem. Journal of
Optimization Theory and Applications, 86(3), septembre 1995.

W. Fehse, editor. Automated rendezvous and docking of spacecraft. Cambridge Ae-
rospace Series. Cambridge University Press, Cambridge, UK, 2003.

E.G. Gilbert and G.A. Harasty. A class of fixed-time fuel-optimal impulsive control
problems and an efficient algorithm for their solution. IEEE Transactions on Auto-
matic Control, 16(1) :1-11, 1971.

S.L. Glynn. Summary of gimini rendezvous experience. Technical report, NASA
manned spacecraft center, Houston, Texas, 1967.

D.F. Lawden. Impulsive transfer between ellptical orbits. In G. Leitmann, editor,

Optimization techniques with applications to aerospace systems, pages 323-350. Aca-
demic Press, New York, NY, USA, 1962.

D.F. Lawden. Optimal trajectories for space navigation. Butterworth, London, En-
gland, 1963.

P.M. Lion and M. Handelsman. Primer vector on fixed-time impulsive trajectories.
AIAA Journal, 6(1) :127—, 1968.

L.W. Neustadt. A general theory of minimum-fuel space trajectories. SIAM Journal
of Control, 3(2) :317-356, 1965.

S. Nollet. Development of a Guidance, Navigation and Control Architecture and Va-
lidation Process Enabling Autonomous Docking to a Tumbling Satellite. PhD thesis,
Massachussets Institute of Technology, Mai 2007.




tel-00546293, version 1 - 14 Dec 2010

18

BIBLIOGRAPHIE

[14]
[15]
[16]

[17]

[18]

[19]

[20]

[21]

F.L. Pereira and G.N. Silva. Necessary conditions of optimality for vector-valued
impulsive control problems. Systems and Control Letters, 40 :205-215, 2000.

R.W. Rishel. An extended pontryagin principle for control systems whose control
laws contain measures. SIAM Journal of Control, 3(2) :191—, 1965.

H.M. Robbins. Analytical study of the impulsive approximation. AIAA Journal,
4(8) :1417-1423, 1966.

A.C. Robinson. Comparison of fuel-optimal maneuvers using a minimum number of
impulses wih those using the optimal number of impulses : A survey. Note technique
BMI-NLVP-TR-68-1, NASA, décembre 1967.

G.N. Silva and R.B. Vinter. Necessary conditions for optimal impulsive control pro-
blems. SIAM Journal of Control and Optimization, 35(6) :1829-1846, 1997.

R.B. Vinter and F.M.F.L. Pereira. A maximum principle for optimal processes with
discontinuous trajectories. SIAM Journal of Control and Optimization, 26(1) :205—
229, 1988.

W.E. Wiesel. Optimal impulsive control of relative satellite motion. Journal of
Guidance, Control and Dynamics, 26(1) :74-78, janvier-février 2003.

D.C. Woffinden and D.K. Geller. Navigating the Road to Autonomous Orbital Ren-
dezvous. Journal of Spacecraft and Rockets, 44 :898-909, juillet 2007.




tel-00546293, version 1 - 14 Dec 2010

19

Premiere partie
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Introduction

La premiere partie de la these est dédiée a I'étude et au développement de méthodes
et outils pour la modélisation du mouvement relatif de satellites. Toutes les applications
basées sur la navigation relative, ou des manceuvres de proximité sont opérées, font appel
a des modeles de mouvement orbital relatif. Ces modeles sont généralement linéarisés
afin de simplifier leur exploitation. La linéarisation s’appuie sur le fait que les distances
séparant les satellites considérés sont faibles devant les dimensions orbitales [31, 54]. Le
rendez-vous a, historiquement, motivé le plus grand nombre de travaux de modélisation
durant les années 1960 et 1970 dans le contexte de la course a l’espace et des missions
vers la Lune. C’est ainsi que 'on trouve une littérature abondante pour les problemes
de guidage en navigation relative [54],[3],[8],[17],[18],[32], et pour I'évitement de collision
9],[10]. Les travaux dédiés aux formations de satellites sont plus récents, et présentent des
similitudes avec le probleme du rendez-vous, notamment en ce qui concerne les modeles
de mouvement relatif. 11 s’agit des problemes de maintien a poste [1],[2],[7],[23],[24],[38]
et de reconfiguration [33],[34] entre autres.

Si l’on s’intéresse aux modeles utilisés actuellement pour ces applications, on s’apercoit
que la quasi totalité des techniques existantes est basée sur le modele de Hill-Clohessy-
Wiltshire!. Les hypotheses de validité de ce modele sont & la fois un facteur avantageux,
simplifiant son exploitation et permettant des solutions analytiques du mouvement, mais
aussi un inconvénient, car elles limitent fortement ses applications. Les perturbations
orbitales ainsi que 'excentricité de 'orbite ne sont pas considérées dans ce modele. Un
atout important de ce modele est la possibilité de calculer la matrice de transition solution
des équations dynamiques LTI. Un autre modele plus réaliste est celui de Tschauner-
Hempel?, qui prend en compte les effets de l'excentricité des orbites sur la dynamique
relative. Ce modele est a parametres variants dans le temps (LPV). La construction de la
matrice de transition est plus complexe dans ce cas. Les travaux da Carter [15] suivi par
Yamanaka-Ankersen [59] ont abouti & une solution de ce probleme.

La construction de la matrice de transition associée a une dynamique donnée est 1'un
des problemes qui restent encore non résolus pour certains cas, particulierement lorsque
les perturbations sont considérées. Des travaux récents ont ravivé l'intérét pour cette

Modele de mouvement relatif linéaire dédié aux orbites circulaires non perturbées [31]
2Modele de mouvement relatif linéaire dédié aux orbites elliptiques non perturbées [54]
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problématique, en utilisant notamment des méthodes hybrides permettant de résoudre
des cas perturbés elliptiques [29].

Dans cette partie, nous considérons les modeles linéaires, pour des orbites elliptiques
et perturbées par l'aplatissement des poles. Nous verrons qu’il existe deux approches
pour décrire le mouvement relatif : les éléments orbitaux différentiels et les coordonnées
cartésiennes locales. Les méthodes hybrides sont considérées a travers les transformations
entre les deux types de description du mouvement relatif.

Nous commencons d’abord par une étude de I'état de I’art sur la modélisation du vol
relatif de satellites, dans laquelle les modeles sont classifiés et les principaux travaux ren-
contrés dans la littérature sont analysés. Nous identifions les points sujets a amélioration.
Un chapitre est ensuite consacré aux différentes contributions proposées dans le cadre
de la these. Des comparaisons et validations numériques viennent illustrer les résultats
obtenus.
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Chapitre 1

Etat de ’art en modélisation du
mouvement relatif

Sommaire
1.1 Classification des modeles de mouvement relatif . . . . . . .. 25
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1.5 Conclusion . . . . . . .. i i i it ittt e 54

1.1 Classification des modeles de mouvement relatif

Tout au long de cette these, nous considérons des modeles linéaires de connaissance,
donnés par la représentation d’état linéaire variable dans le temps :

X)) = AW)X()+ B)U(t) (I.1.1)

ou par la solution associée définie par la matrice de transfert direct :

X(t) = ®(t 1o)X (to) + /tcp(t,T)B(T)U(T)dT (1.1.2)

to
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ou X est un vecteur d’état décrivant le mouvement relatif inter-satellitaire, en position et
vitesse. Il est clair que le choix de X est primordial pour la construction des matrices A,
B et ®. Les matrices de transition sont tres utiles dans la résolution de certains problemes
de guidage, notamment dans le cas du rendez-vous orbital en simplifiant considérablement
la charge calculatoire.

Des éléments fondamentaux de mécanique spatiale sont prérequis pour la compréhen-
sion de cette partie. Des notions de base sont donnés en annexe. Le lecteur interessé pourra
se référer aux ouvrages spécialisés pour plus de détails [14, 46, 49, 51].

La notion de mouvement relatif englobe I’ensemble des variables et modeles permettant
de décrire la trajectoire d'un engin spatial dans un repere mobile lié¢ & un deuxieme engin
évoluant sur une orbite différente.

Le choix du paramétrage du mouvement relatif est d’'une importance capitale dans le
processus de modélisation. Un satellite évoluant sur une orbite est totalement localisé a
I’aide de 'une des approches suivantes :

— soit en écrivant ses coordonnées cartésiennes rapportées a un repere inertiel, centré

sur la Terre;

— soit en écrivant ses parametres orbitauz, un jeu de parametres permettant de décrire
la forme et 'orientation spatiale d'une orbite osculatrice, ainsi que la position du
satellite sur cette orbite en fonction du temps.

Le mouvement relatif entre deux satellites peut étre donc étudié en considérant la diffé-
rence entre leurs mouvements absolus, rapportée a un repere local. Ceci se fait :

— en étudiant le mouvement d’un satellite chasseur, par rapport a un repere centré
sur un satellite cible, a I'aide des coordonnées cartésiennes locales rapportées a la
cible;

— en étudiant la différence algébrique des parametres orbitaux régissant les orbites des
deux satellites.

Ce sont la les deux classes de techniques utilisées historiquement pour I’étude du mou-
vement relatif. Celles-ci présentent par ailleurs un certain nombre de caractéristiques qui
les rendent complémentaires.

Les méthodes cartésiennes sont adaptées aux problématiques du rendez-vous et évi-
tement de collision, de par la nature méme de ces problemes. En effet, il s’agit géné-
ralement de synthése de commande en position/vitesse relative avec des contraintes en
position/vitesse relatives également. La difficulté majeure rencontrée concerne la recherche
de matrices de transition solution de ’équation différentielle du mouvement, particuliere-
ment lorsque des perturbations orbitales sont prises en compte. Les modeles différentiels
obtenus sont a parametres variants dans le temps et la solution analytique est difficile,
voire impossible a établir.

Les méthodes basées sur les parametres orbitauzr sont, quant a elles, plus utilisées dans
le cadre des vols en formation. Il s’agit généralement d’étudier la topologie du mouvement
relatif, ou de commander les écarts en éléments orbitaux (le déphasage en 'occurrence).
La prise en compte de perturbations orbitales y est intuitive grace aux équations de Gauss,
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et les matrices de transition sont plus simples a mettre en ceuvre. Cependant, il est difficile
d’utiliser cette classe de modeles pour des problemes de commande en position/vitesse.

Une troisieme classe de méthodes, tirant profit des avantages des deux classes précé-
dentes a commencé a prendre de I'importance ces derniere années. Il s’agit des méthodes
dites hybrides. Dans ce cas, un calcul direct des matrices de transition est opéré. Les va-
riables d’état sont cartésiennes généralement, et des transformations linéaires de variables
permettent de passer aux éléments orbitaux différentiels, pour un calcul plus simple. Ces
méthodes ont permis de résoudre certains probléemes non traités par les méthodes car-
tésiennes classiques (prise en compte de Jo par Gim & Alfriend [28] par exemple). Leur
utilisation dans la commande reste encore limitée a cause de la complexité analytique des
matrices de transition obtenues d'un coté, et des limites de validité des transformations
linéaires utilisées d'un autre coté.

La démarche suivie dans ce chapitre sera donc articulée autour de ces trois classes de
méthodes. Nous donnons une revue bibliographique des principaux travaux représentatifs
des trois classes de modeles cités plus haut. Les méthodes cartésiennes sont traitées avec
plus de considération car elles sont utilisées dans la deuxieme partie.
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[36]

Elliptique et/ou perturbé
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[31] Elliptique et képlérien
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[46]
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Méthodes basées sur les coordonnées cartésiennes locales

Circulaire et képlérien

R (. o L 44____;LUAA____AAAAA____;A

Méthodes basées sur les éléments orbitaux différentiels

Fic. 1.1 — Classification des références bibliographiques en modélisation du mouvement
relatif selon les méthodes de synthese et les hypotheses posées

Sur la figure 1.1, une classification des principaux travaux cités dans la suite est donnée.
Deux criteres sont retenus pour cette catégorisation :
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— les méthodes de synthese : cartésiennes (rectangle vert), orbitales (rectangle jaune)
et hybrides (partie commune jaune/verte délimitée par les pointillés) ;

— les hypotheses posées : orbite de référence circulaire képlérienne (cercle magenta),
elliptique képlérienne (cercle rouge) et elliptique perturbée (cercle bleu).

1.2 Modeles a base d’éléments orbitaux différentiels

Dans cette partie, nous considérons des modeles du mouvement relatif sous la forme
d’équations d’état :
d(6 X e)

di = Aoe(t)(SXoe + Boe(t)U (113)
ou sous la forme de transition directe :
0Xoe(t) = Doelt, t0)0Xoe(to) (I.1.4)

ot 6X,. = X2 — XL.
X2 et X} désignent respectivement les vecteurs des éléments orbitaux des satellites chas-
seur et cible. Les éléments de ces vecteurs sont choisis selon la configuration orbitale étu-
diée (elliptique, circulaire, perturbée) afin d’éviter les singularités qui peuvent apparaitre.
La modélisation par les parametres orbitaux différentiels a suscité un intérét grandissant
ces dernieres années. Ceci est du a la multitude des missions de vols en formation planifiée
pour les années a venir (Stellar Imager, DARWIN, A-TRAIN, LISA, GRACE... [22]). On
peut classer les travaux rencontrés dans la littérature en deux principales catégories :

— des travaux visant a établir des modeéles d’état ;

— des travaux visant a construire des matrices de transition.

1.2.1 Synthese de modeles d’état

Rappelons que les équations de Gauss permettent de décrire la dynamique des éléments
orbitaux. Sous l'effet des accélérations gravitationnelles et perturbatrices dont la résultante
est notée a., les équations de Gauss ont la forme générique suivante :

dX e
dt
G étant la variation temporelle des éléments orbitaux sous hypotheses képlériennes et
G, la variation sous l'effet de 'accélération a,. Le développement des modeles a base
d’éléments orbitaux différentiels exploite essentiellement la linéarisation des équations de
Gauss et I'application d’hypotheses données concernant les perturbations orbitales prises
en compte dans le modele. La démarche suivie part généralement de la relation :

- Gk(Xoe) + Gp(Xoe)av (115)

dd X e dX? dX}
_ oc — —o [.1.
dt dt dt (1.1.6)
—— ——

Gk (Xge)+GP(Xge)aW2 Gk(Xge)+GP(Xée)aW1
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Pour les valeurs de X2 au voisinage de X!, on opere une linéarisation au premier ordre

oe)
des équations de Gauss :

dd X pe
dt
ou V est 'opérateur gradient. Il est nécessaire ensuite d’écrire les hypotheses retenues
concernant les perturbations orbitales afin de préciser les fonctions de G, et GG,. Dans la
suite, nous ferons appel aux hypotheéses sur la nature du mouvement orbital (circulaire ou
elliptique) et des perturbations considérées. Ces hypotheses affectent le potentiel terrestre
et donc 'accélération gravitationnelle qui dérive de ce potentiel.

= V[Gi(Xoe) + Gyl Xae)as) 1 0Xoe (1.1.7)

Hypothese 1.2.1 Un satellite est dit dans un environnement képlérien si les deux condi-
tions suivantes sont vérifiées :
— la Terre est supposé de forme sphérique et de répartition massique constante ;

— les seules accélérations prises en compte sont les accélérations newtoniennes en —.

2
Le potentiel gravitationnel en un point M s’écrit alors :
vM) = -E (L1.8)
r
ou :
— = 3.986 x 101" m? 572 est la constante gravitationnelle de la Terre ;
- r= HOTM‘ ‘ .

Hypotheése 1.2.2 Une orbite est perturbée par le Jy (ou par laplatissement des péles)
si le potentiel gravitationnel en un point M s’écrit sous la forme :

po pwh (Rr\’
UM) = —E4+22 (21 3sin?A—1 L.1.9
) = <2 B (E) i a ) (119
ol :

— Jy = 1.086 x 1073 est le coefficient d’aplatissement des péles ;

— Ry = 6378.315 km est le rayon équatorial de la Terre;

— X est la latitude du point M dans le repére pseudo-inertiel lié a la Terre.

Afin d’illustrer cette démarche avec les hypotheses citées précédemment, nous reprenons
I'exemple du modele de Hamel [30] fondé sur les éléments orbitaux différentiels :

5Xoeh(t) - AHamel( Zeh)aXoeh(t) + BHamel( geh)u(t) (1'1'10)

ot Xoen, = [alt),e(t),i(t), Q(t),w(t), M(t)]. Brame n'est autre que la matrice de Gauss
pour le jeu d’éléments orbitaux X, ([30], voir annexe). L’orbite de référence est elliptique
et soumise au .J, comme unique perturbation orbitale.

La perturbation par Jy induit deux types de variations sur les éléments orbitaux :
des effets séculaires et des effets périodiques dont I'influence est nulle sur une période
orbitale. Ils ont été étudiés dans [37] et [12]. Les auteurs posent ’hypothese suivante afin
de simplifier les calculs :
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Hypothese 1.2.3 La variation des éléments orbitaux différentiels est égale a la variation
moyenne des éléments orbitaux différentiels :

5 X e = 6 X oen (L1.11)

Cette hypothese est issue des travaux de Brouwer [12] ou il est prouvé que seuls les
éléments orbitaux €2, w et M ont des dérives séculaires dues a l'effet du Jy. Soit X, la
moyenne de X,. sur une période, on peut écrire :

i = 0 (L1.12)
& = 0 (L1.13)
i =0 (1.1.14)
. 3 2
Q = —§J2ﬁ <?e) cos i (1.1.15)
2
b o= ngn (%) (5cos?i — 1) (1.1.16)
- 3 R\’ _
M = n+ ijﬁ (T) (3cos” 1 —1) (I.1.17)
p
olt 7 est le mouvement moyen, p = a(l — e?) et n = /1 — €2.

Le développement au premier ordre des relations précédentes mene a :

S JU O SN o
0 = %5(1 + 556 + 552 (I1.1.18)
0w i 0w

dw = 8—(_{5&4—%('56—1—552‘ (I.1.19)
- OM __  OM __  OM _.
oM = e da + 5% Je + 5 o1 (I.1.20)

Les expressions des dérivées sont données en détail dans [30]. Elles sont des fonctions de
da, de et 1. Pour les besoins du modele écrit en fonction des éléments osculateurs, les
auteurs utilisent une transformation £ telle que :

Xoe = £Xo (1.1.21)

Le développement de cette transformation a l’ordre 1 permet d’obtenir une matrice dont
la diagonale est constituée de 1. Les autres éléments sont négligeables car de I'ordre de J,
mis a part la premiere ligne correspondant a da [46].

La premiere ligne est obtenue a partir de la relation suivante :

_ JQ Re 9 . CL3 1
a = f'a:a—a? <?) {(3COS i—1) [ﬁ_ﬁ}

-+ 3(1 — cos®i) (g)s cos(2w + 21/)} (1.1.22)
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dont un développement au premier ordre conduit a :

g Pas, % Oasiy Pas O 9€a
5a—6a5 % 5+65+6 dw 8959+8 ov (I.1.23)
Dans I"équation (1.1.23), év est calculée par :
(14 ecosv)? sin v
ov = ~——5——6M + —(2 + ecosv)de (I.1.24)

7]3

Cette relation est obtenue via une différentiation de I’équation de Kepler :

M = E—esink (I.1.25)
oM oM _
oM = 8—E5E Eée = (1 —ecos E)6E —sin Ede (I.1.26)

On procede d'une fagon analogue pour éliminer 0F :

1 E i
tan - = re tan — = 0F = ! v — TnY de (L.1.27)
2 1—e 2 1+ ecosv n(l+ ecosv)
avec n =1 — e2.

En remplagant 0 dans I'expression de dM et en se basant sur les relations entre E et
M, on déduit :

oM = d ] (n*6v — sinv(2 + ecosv)de) (I.1.28)

(1+ecosv)?

On obtient finalement :

[ % % + (2+ecosv) siny 06, 06 06 06 (1+ecosv)® 0, |
da  Oe n? ov 0i 00 Ow n3 ov
0 1 0 0 0 0
8£(Xoeh) . 0 0 1 0 0 0
0X e N
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
| 0 0 0 0 0 1

(1.1.29)
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Les éléments de cette matrice sont détaillés dans [30]. La matrice dynamique du modele
est donc donnée par :

4Hamel - _
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
ook 0005 00 ofok,  ohas 00 | ohas o0
oa 0a Oade  0Oe  Odaodv '  da di 00 oa Ow Oa ov °
0508,  0DdE, 0D 9D 0, 05 06, 0o 0508, 00 0,
Gaoa daoe ToeTaa™ wma "o ¥ dow o™
OMO¢, OMOE, OM OMOE, . OMOE, OM  OMOE, OMOE,
| i 0a oaoe T taaa™ e ta Y saaw oaow ™|
(1.1.30)
ou ) .
le( —l—ecozy)smy
n
et )
H, - (1+ecosv)

3
Le lecteur pourra retrouver les expressions détaillées des éléments de A dans [30].

1.2.2 Modele de transition directe

Les matrices de transition sont obtenues en cherchant les solutions des équations dyna-
miques par intégration, ou a ’aide d’une méthode directe basée sur le calcul de la matrice
de sensibilité de I’état final :

O(6Xoe(t))

Xoelt) = 306X, (1))

6 Xoe(to) (I1.1.31)

Toutefois, ce calcul se fait dans la majorité des cas a 'aide de I’équation (I1.1.31). Plusieurs
travaux s’inscrivent dans ce sens, notamment [25], [16], [27] et [29].

Dans un chapitre consacré aux formations de satellites de 'ouvrage [46], Schaub et
Junkins proposent plusieurs modeles pour la navigation relative. En particulier, le déve-
loppement d'une matrice de transition directe pour le cas quasi-circulaire non perturbé
sera repris dans cette analyse.
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Le vecteur des éléments orbitaux choisi est :
0 Xoekqe = [0a, beg, dey, 8i, 69, 60 (1.1.32)

avec e; = ecosw, e, = esinw et = v + w.

Tous les éléments du vecteur d’état sont constants a I'exception du terme 6. L’objectif
des développements présentés est d’aboutir a une matrice de transition directe par une
méthode fondée sur la sensibilité de ’état final par rapport a I’état initial :

{8(5Xgech(t0))} (1.1.33)

Le calcul des éléments de la matrice est direct, sauf pour ceux correspondant a # qui est
variant dans le temps.

L’objectif est donc d’exprimer 06(¢) en fonction des autres termes du vecteur 6 X egqe. La
variation ne concerne que ’anomalie vraie d’ou :

00(t) = dw + dv(t)
(59(t0) = dw + 5V(t0) = dw + 51/0

(I)oeqc (t, tO)

(1.1.34)

La dynamique de I’anomalie moyenne est donnée par :

M= M, + \/g@ 1) (1.1.35)

Le calcul de la premiere variation conduit a :

OM a déja été calculé dans [.1.28. En faisant de méme pour 6 My, 'expression de dv devient
finalement :

(1+ ecosv)” 56

(14 ecosry)’

~ (I+ecos v)*sin vy (2 + e cos 1)
7?2 (1+ecosvy)’

—l—siny(2—|—ecosy)> de +

3 (M — M) 5
—— a
202 (n(1+ecosv))’a
(1.1.37)
Cette relation peut se mettre sous la forme :
oV = sz0a + 5,01 + s.0€ (1.1.38)
avec :
3 M — M,
S = —= ( 0) . (1.1.39)
2n2(n(1+ecosv)) a
1 2
5, = dtecosy) (1.1.40)

(1+ecosvy)’
Se = sinv (2 + ecosv) (I.1.41)
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On doit remplacer les termes en e et de par des termes en e, e,, de, et de,. A partir des
relations e, = ecosw et e, = esinw, il est possible de calculer de et dw :

de = \/ﬁ(eméem +e,0e,) (I.1.42)
dw = ﬁ(eﬁey —ey0€ey) (I.1.43)
On obtient finalement :
80 = s,0a + 5,00, + <56671 —(1- 3,,)67‘1’> de, (1.1.44)
~ .

€y €y
—t (1—s)—2 s 1.1.45
+<8 Zre (1—s )6§+63> €y ( )

-~

N

Seq

La matrice de transition s’écrit donc sous la forme :

(I)oeqc(ya VO) - (1146)

OO OO

0 0
1 0
0 1
0 0
0 0

OO = OO O
o= O O o o

_Sa(’/) Sei (V) Sey (V)

Il est a noter que la variable indépendante ici est n’est pas le temps mais ’anomalie vraie.

Les modeles basés sur les parametres orbitaux différentiels sont relativement récents.

L’intérét pour ce type de modeles est lié¢ au développement des applications pour les vols
en formation. Les avantages offerts par cette classe de modeles sont issus, pour la plupart,
de la nature des équations de Gauss et des propriétés des parametres orbitaux en termes
d’interprétation physique.
De plus, les équations de Gauss sont linéaires, du 1" ordre vis-a-vis des perturbations de
toutes natures. Ceci facilite la prise en compte de perturbations orbitales diverses dans
la synthese des modeles de mouvement relatif. Les parametres orbitaux sont constants
sous hypotheses képlériennes, ce qui permet de construire des matrices d’état simples
analytiquement et facilite la construction de matrices de transition.

L’obstacle majeur rencontré par les modeles a parametres orbitaux différentiels réside
dans leur inadaptation aux problemes de commande en position/vitesse (rendez-vous,
évitement de collision...). Cet inconvénient est levé en partie par l'utilisation de transfor-
mations de variables que nous verrons au chapitre 3. Ce point est traité dans la section
consacrée aux modeles hybrides. Ces nouvelles approches donnent un nouvel essor aux
techniques orbitales différentielles, en élargissant leur champs d’application.
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1.3 Modeles a parametres cartésiens locaux

Dans cette section, nous considérons les modeles linéaires de mouvement relatif sous
forme dynamique d’état :

d( X o (t
WXl ()Xo (8) + B U (1147
ou sous la forme de transition directe :
Xcar(t) = (I)car(ta tO)Xcar(tO) (1148)

ou X, est le vecteur d’état contenant les composantes des positions et vitesses relatives
du satellite chasseur, dans un repere local centré sur le satellite cible.

Le choix de ce type de vecteur d’état provient directement des applications envisagées
pour ce type de modeles. En effet, les problemes du rendez-vous orbital et de ’évitement
de collision — pour ne citer que ces deux exemples — nécessitent la connaissance précise de
la distance inter-satellitaire et son évolution a tout moment.

Le développement de modeles a parametres cartésiens locaux se base en général sur
les équations de la dynamique des satellites dans le repere inertiel. Des changements de
base et des techniques de dérivation vectorielle permettent d’exprimer la variation des
positions/vitesses relatives dans la base locale. La construction des matrices de transition
est opérée généralement via la résolution des équations dynamiques. Ceci peut s’avérer
complexe dans certains cas comme nous le verrons par la suite.

La complexité des modeles appartenant a cette classe change sensiblement suivant les
hypotheses posées sur la nature du mouvement de la cible. On peut identifier trois niveaux
de complexité analytique :

— la cible suit une trajectoire képlérienne circulaire : le modele d’état obtenu est a
parametres invariants dans le temps. La construction de la matrice de transition
directe se fait de maniere analytique et directe;

— la cible suit une trajectoire képlérienne elliptique : le modele est a parametres va-
riants périodiquement dans le temps. La construction des matrices de transition est
complexe et nécessite le calcul d’une intégrale particuliere ;

— la cible suit une trajectoire perturbée : le modele est a paramétres variants dans
le temps. La construction des matrices de transition est tres complexe, non résolue
pour un grand nombre de cas.

L’analyse bibliographique que nous donnons reprend cette classification. Pour chaque cas,
les modeles issus des travaux originaux sont donnés. Les déclinaisons trouvées dans la
littérature ainsi que les matrices de transition correspondantes sont citées.
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1.3.1 Les orbites circulaires et képlériennes

Ce cas est largement traité dans la littérature. Basé sur des hypotheses simplifiant le
modele d’état et menant a des équations LTI, la construction de matrices de transition
pour ce cas est facilitée. Ces équations, connues sous le nom des équations de Hill-Clohessy-
Wiltshire initialement proposées pour le rendez-vous [18], [58] ont été revisitées dans le
cadre des études sur le vol en formation dans [45].

Le premier auteur a s’y intéresser est Hill dans [31] en 1878, pour I’étude du mouvement
relatif de la Lune par rapport a la Terre autour du Soleil. La nouveauté introduite par
Hill est l'utilisation des coordonnées cartésiennes (rectangulaires) en lieu et place des
coordonnées sphériques utilisées auparavant par nombre d’auteurs, parmi lesquels figure
Delaunay [19]. La formulation lagrangienne des équations du mouvement est utilisée dans
la synthese du modele. Clohessy et Wiltshire ont développé des équations similaires [18]
dans un repere différent, et semble-t-il sans avoir de connaissance sur les travaux de
Hill, mais en citant des résultats présentés par Seifert et Summerfield [49] en 1959. Le
mouvement relatif sous les hypothese képlériennes et circulaires est communément décrit
par des modeles dits de Hill-Clohessy- Wiltshire (HCW). Il apparait dans bon nombre
d’ouvrages en mécanique spatiale [44], [51], [42], [56], [46], [21]. Les approches suivies
dans 1’élaboration du modele sont fortement liées aux applications recherchées : rendez-
vous impulsionnel dans [44], évitement de collision aprés mise a poste entre le satellite et
son booster dans [51] et enfin les orbites géostationnaires avec [42].

Soit X4, le vecteur d’état tel que :

—
MM, ]
ﬁ
RSW1

erw
VMQ/RI

[z yziy 2] (1.1.49)

et le vecteur de commande U des accélérations de poussée :

t

. (1.1.50)

U = [ur Usg uw}

tel que M; est le satellite cible et My est le satellite chasseur. La trajectoire de M; est
définie a travers son vecteur d’éléments orbitaux X, :

Xoey = [a e i Q w V}t (L.1.51)

Les hypotheses posées pour parvenir a ce modele sont :

Hypothese 1.3.1

— la cible et le chasseur évoluent sur des orbites képlériennes ;
s . . . . — ?
— Dorbite de la cible est circulaire : e =0, ry = || 7"1|| = ||OrMi|| = a;
— la distance inter-satellitaire est tres petite devant la distance avec la Terre :

- =
M M| << [|74]] (1.1.52)
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Sous ces hypotheses, le modele de Hill-Clohessy-Wiltshire (HCW) se présente sous la
forme d’état :

dXT'SU)
7 = ApewXrsw + BuewU (I1.1.53)
avec .
0 0 0 1 0 0] [0 0 0]
0 0 0 0 1 0 00 0
0 0 0 0 0 1 00 0
Agew = |32 6 o0 0 on 0 Bucw = | { o ¢ (1.1.54)
0 0 0 -2n 0 0 010
| 0 0 —m* 0 0 0] 0 0 1|

no= /= (1.1.55)

Le calcul de matrices de transition directes est explicite grace a la nature des éléments
de la matrice Agcw :
P pew (t) = eArnow® (1.1.56)

L’exponentielle de matrice peut ainsi étre calculée par triangularisation de la matrice
dynamique Agcw ou par utilisation de la transformée de Laplace :

[ sin(nt 2(1— t 1
4—3cos(nt) 0 0 sin(nt) (1=costmb)
n
2 t)—1) 4sin(nt) — 3nt
6(sin(nt) — nt) 1 0 (cos(nt) ~ 1)~ dsinn) — 3n 0
n n
— sin(nt
Crow(t) = 0 0  cos(nt) 0 0 sin(nt)
n
3nsin(nt) 0 0 cos(nt) 2sin(nt) 0
6n(cos(nt) —1) 0 0 —2sin(nt) 4cos(nt) — 3 0
i 0 0 —nsin(nt) 0 0 cos(nt) |
(L1.57

La matrice de transition permet de calculer les coordonnées relatives en position vitesse
a partir des conditions initiales par la relation :

Xrsw(t) = Prow (t — to) Xrsw(to) (1.1.58)
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Cette relation peut étre développée en :
x(t) = —(3xo+ 2yo/n)cos(n(t —to)) + (o/n)sin(n(t — to)) + (4xg + 290 /n)

y(t) = (6xo+ 4go/n)sin(n(t —to)) + (24¢/n) cos(n(t — ty))
—(6z9 + 3yo/n)(n(t —to)) + (yo — 2@0/n)

z(t) = zgcos(n(t —tg)) + (20/n)sin(n(t —to))
#(t) = (Bnxo+ 29o)sin(n(t —ty)) + (#o) cos(n(t —ty))
y(t) = (6nxg+ 4yo) cos(n(t —to)) — (2&0) sin(n(t — to)) — (6nxy + 37o)

2(t) = —nzosin(n(t —ty)) + 2o cos(n(t — ty))
(I.1.59)
On peut constater certaines caractéristiques du mouvement relatif :

— un découplage entre le mouvement plan dans [}?1) , S_Yl)] et hors-plan suivant W_/l) Ceci
est une propriété tres importante dans la synthese de commande, puisqu’elle permet
de considérer indépendamment les deux mouvements et de simplifier ainsi la synthese
de la commande. Nous verrons par la suite que cette propriété n’est pas exclusive
du mouvement circulaire, car elle reste valable pour les orbites elliptiques;;

— le mouvement hors-plan est un oscillateur harmonique;;

— le trajectoire relative dans le plan [}_%), ?] est une trajectoire elliptique qui subit une
dérive (voir figure 1.2). L’ellipse est donnée par 1’équation :

(w(t) = (4xo + 290/n))* | (y(t) + (620 4 3go/n)(nt) — (yo — 2@0/n))?
(3o + 290 /n)? + 32 /n? 4((3xg + 290/n)? + 13 /n?)

=1 (1.1.60)

— Les dimensions de 'ellipse dépendent exclusivement des conditions initiales et du
mouvement moyen de la cible n;
— Un décalage constant yo — 2@/n et un terme de dérive séculaire (6o + 3yo/n)(nt)
ﬁ

dans la direction opposée au vecteur S se superposent au mouvement elliptique.
D’autres déclinaisons des équations de HCW sont proposées dans la littérature. La mé-
thode de dérivation et les hypotheses peuvent varier.

Dans sa these de Master [33], Irvin propose une dérivation complete sans linéarisation
du modele HCW. 1l obtient les équations suivantes :

( 3

a
(z+a)+y?+ z2)3/2] T

i=2ny+n*(a+x) [1—

CL3

(x+a)?+y>+ 22)3/2] + s

j=—2ni+ny {1—

(1.1.61)

3

.. a
S {<<x+a>2+y2+zﬁ>w

J e
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e V(3o + 2o/n)? + i3 /n?
S S S
g

Y opooe ORRRERR A ARRE
j=}
<)
g
=

yo — 2io/n — (620 + 3y fr)(nt)-E

irection

V(3o + 290/n)2 + 3% /n?

. -~
Difection de la terre

Fic. 1.2 - Ellipse du mouvement relatif coplanaire de Hill-Clohessy-Wiltshire

- =

La linéarisation est obtenue en considérant '’hypothese a >> ||M;Ms]||. L’auteur com-
pare ensuite les deux modeles (linéaire et non linéaire) afin de quantifier I'erreur due a
I’augmentation de la distance chasseur-cible.

Dans sa these de PhD [55], Vaddi développe un modele augmenté, considérant la
dynamique relative et la dynamique inertielle de la cible supposée circulaire :

p

\

e B plrta)
E A S T a4 PP
Py 1y
y=-2vit+viy-vz [(r+x)2+y2+22]3/2+us
. e 1.1.62
: [(r + )2 + y? + 22]3/2 + | )
. N
=0t -3
. 27 .
V=——V
T

Dans [35], Karlgaard développe un modele, sous les mémes hypotheses que HCW, mais
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en coordonnées sphériques [r1, z,, yy| liées a la base By :

T = v,
Vo= wy
o = We
b = TwE? + W cos’ o — — (1.1.63)
’
2u,w
Wy = — LR 2wyw, tan @
r
. 20,wy, :
Wy, = — — wy sin p cos ¢

r

Un développement de Taylor au voisinage de la cible permet de retrouver les équations
de HCW. Cette linéarisation ne concerne que le mouvement coplanaire relatif puisque le
modele de Karlgaard ne couvre pas la dynamique hors-plan.

1.3.2 Le orbites elliptiques et képlériennes

La dérivation des équations de la dynamique dans le cas ou l'orbite de référence est el-
liptique a été traitée d’une maniere plus ou moins identique dans la plupart des références.
Lawden a été le précurseur dans [40, 39] suivi par de Vries [20] pour des modeles a faible
excentricité. La premiere utilisation de ces équations pour le probleme du rendez-vous
fut mise en ceuvre dans [54, 53| par Tschauner et Hempel, qui ont laissé leur noms a ces
équations.

Dans le cas elliptique képlérien, on considere les hypotheses suivantes :

Hypothese 1.3.2

— la cible et le chasseur évoluent sur des orbites képlériennes ;

— lorbite de la cible est elliptique : 0 < e <1;

— la distance inter-satellitaire est tres petite devant la distance avec le centre de la
Terre :

—
[MM]| << |74 (1.1.64)

Pour les mémes vecteurs d’état et de commande décrits précédemment, le modele du
mouvement relatif s’écrit :

dXTSU)
dt

= ArgXysw + BrpU (1.1.65)
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avec :
[ 0 0 0 1 0 0]
0 0 0 0 1 0
A 0 0 0 0 0 1
= n?F,.(3+ecosv) —2nesinvF,, 0 0 2nG,. 0
2n’e sin vE, . n*ecosvF),, 0 —2nG. 0 0
i 0 0 —n?F, ., 0 0 0
(1.1.66)
[0 0 0]
000
000
Bru = |1 ¢ g
010
| 0 0 1
ou X
o (1 + ecosy)
’ 1 — €2
et

(1+ ecos 1/)2

(1-— 62)3/ 2
Le cas képlérien elliptique est une généralisation des équations obtenues sous les hypo-
theses HCW, pour une excentricité quelconque. La différence majeure qui apparait est

la nature périodique du modele d’état obtenu. Ceci a motivé un bon nombre de travaux
visant a simplifier le modele, afin de parvenir a écrire sa matrice de transition.

ve —

Dans [53], Tschauner propose une solution pour le rendez-vous entre deux orbites
elliptiques non perturbées. En se basant sur les équations développées auparavant par de
Vries, et reprises dans [54], il propose d’utiliser ’anomalie excentrique en tant que variable
indépendante :

d [ di\ .. . di
d [ dj di ,
— | g—= m— = I.1.
dE (qu) TEGE T 4 (1.1.68)
d [ dZ\ o3 ,
— | ¢g— - = I.1.

ou g =1 — ecosv. Les dérivées par rapport a I'anomalie excentrique sont notées ()’ pour
alléger les notations.

d
Le terme 7, = qé — 2nx est constant en I’absence de I'accélération u,. L’auteur exploite

cette propriété pour construire les vecteurs d’état et de la commande du mouvement
coplanaire :

X=[& & ¢&F 7] Up=[u u, ]




tel-00546293, version 1 - 14 Dec 2010

1.3. MODELES A PARAMETRES CARTESIENS LOCAUX 43

et le mouvement hors-plan :
Z=[z ¢ U=[w]

Le modele d’état s’écrit :

X' = AX+BU,, (1.1.70)
7 = Ay Z+ ByU, (1.1.71)
avec
0 0 0 0 0 ¢
/g 0 0 2n/q 0 0
A B= 1.1.72
—2n/q 0 0 —S(q) ¢ 0 ( )
0 0 1/qg 0 0 0
0 l/q) ( 0 )
Ay = By = 1.1.73
" ( —fq 0 AN (L1.73)
S(q) = —=3+4n*/q (1.1.74)

Par la suite, I'auteur calcule une solution explicite du modele en introduisant des
variables canoniques. Cette solution est peu utilisée dans la littérature, car elle impose de
résoudre 'équation de Kepler par rapport a E, qui est une équation transcendantale.

Schaub dans [46], développe un modele non linéaire :

- e 1 -2 e
— (v — yt r_ R
T v(y yr1)+1/ ZL‘+T% Tg(r+x)
o= =20 —at) + Py — oy (L1.75)
z = —T—gz
2 2 2
otiry = 1428 p THVHE

Il procede a une linéarisation pour les faibles distances :

i = 2+ yi, + (ol +25)
1

. "

j = —2al,x—xay—y(ozl,—ﬁ) (1.1.76)
2

— _ﬂ

;= T%z

Pour obtenir ces équations, aucune hypothese particuliere n’est faite sur la forme de
I'orbite. Elles sont donc valides pour les orbites excentriques non perturbées alors que le
cas circulaire est retrouvé en posant e =0, r; = a et v = n.
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Matrices de transition Le calcul de matrices de transition a suscité un d’intérét crois-
sant de la part de la communauté. Différentes approches utilisées sont utilisées pour lever
la difficulté liée a la variation des éléments de la matrice d’état.

Une premiere étape consiste a opérer un changement de variables d’état et de variable
indépendante. La dérivation se fait désormais par rapport a [’anomalie vraie. On note :

) d()dv ()

= =0 = ()" + () (L.1.77)

On opere les changements de variables d’état et de commande a 1’aide des relations :

=

X ,U»:r 1 1—62 3 Uy
- (1 L= 2 — . 11.78
(14ecosv) |y " n? <1+ecosy) " ( )

z Uy Uy

SN

Le modele d’état de I’équation (I.1.66) devient :

ersw A Y ® 7
= ArgX,sw + BraU (1.1.79)
dv
avec
[ 0 O 0 ]. O O_ '0 0 0'
0 00 0 00 000
. ~ 00 0
e COoS VvV
0 0 0 -2 00 010
0 0 -1 0 00, |00 1]

avee Xppu=1[2 § 2 & § 2 etU=[1 d u]"

Si on s’intéresse de pres a I'équation (1.1.80), on s’apergoit que le découplage du mouve-
ment plan [}?1) , 571>] avec le mouvement hors-plan W_/l) est conservé. D’une maniere analogue
au cas circulaire, le mouvement hors-plan est régi par I’équation d’un oscillateur dont la
solution est triviale :

Z(v) = (Zocosyy — Zysinvy) cosv + (2 cos vpZp sin 1) sin v

= Zp(sinvysinv + cos vy cos v) + Z|(cos vy sin v — sin vy cos v) (L.1.81)

Le mouvement coplanaire, est par contre régi par une équation différentielle a parametres
variants dans le temps. En reprenant les équations d’état homogenes limitées au plan
(Z,7), on obtient en intégrant 1’équation relative a 3" :

J =21+ K, (1.1.82)

Si 'on introduit cette relation dans I’équation relative a Z”, on obtient :

3 1+4
NN (RN S T (L I 57 (1.1.83)
1+ ecosv 1+ ecosyy
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Cette classe d’équations différentielles du second ordre peut étre résolue en trouvant une
famille [¢1, ¢2] de solutions particulieres qui doit étre libre (le Wronskien ¢¢), — ¢o¢]
est non nul). II suffit ensuite d’appliquer la méthode de la variation des constantes pour
aboutir a la solution générale. Une solution particuliere de I’équation homogene utilisée
de maniere commune dans ’ensemble des références est :

o1 (v) = (1 +ecosv)sinv (I.1.84)

Dans la littérature, nous avons trouvé différents choix pour la solution ¢, qui menent a
diverses formes de solutions générales. Nous citons dans ce qui suit certains de ces travaux.

Matrice de Melton Une solution approchée est proposée par Melton dans [41]. L’au-
teur effectue un développement de Arp(t) en 'excentricité au voisinage de 0 :

Arp(t) = Ay + eAy(t) + A (t) + - - (1.1.85)

ou Ag correspond a Ary pour e = 0. Autrement dit, la matrice de Hill-Clohessy-Wiltshire.
La matrice de transition est a son tour développée en puissances de e :

®,,(t,0) = ®g(t) + e (t) + 2Py (t) + - - - (1.1.86)

avec ®(t) = e4o*, la matrice de HOW. Les expressions des termes ®;, ®,, ... sont donnés
par :

¢
Oi(t) = /eAO(tT)Al(T)dT
0

Dy(t) = /OeAO(t” [AL(T)®1(7) + As(T)eT] dr (L1.87)

(I)n<t) = /0 eAo(t=7) [Al(T)(I)n,KT) _'__._+An<T>€AQT:| dr

Dans [41], les expressions sont données en éléments cartésiens et cylindriques locaux.
La limitation de cette approche se situe au niveau de la valeur de e qui est limitée au
maximum a 0.3 pour 'ordre 2. Il est nécessaire de passer a un ordre supérieur au-dela de
0.3 ce qui entraine une grande complexité de calculs.

Matrice de transition de Carter Carter dans [15], utilise la solution particuliere ¢ :

sin? v Ccos vV

e VK, 5 _ 1.1.88
Ba(v) e?(1 4+ ecosv)sinvK. (v, 1) + e(1+ecosy)2 TRTp— ( )

ou K.(v, 1) est donnée par :

Y ¢in? 7dT
K. (v, = —_— 1.1.89
(v, v0) /,/O (1+ecosT)? ( )
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Une troisieme solution particuliere est utilisée pour identifier la solution générale du sys-
teme :

sin? v cos? v

= 6e(1 i Kc ) -2 -
b3(v) e(1+ecosv)sinvK,.(v, 1) (I1+ecosv)2 1+ecosv

—cos?v  (1.1.90)

Le calcul de K.(v, 1) se fait a 'aide d’'un passage par I'anomalie excentrique F, d’ot :

K. (v ) = (1 — )52 <§ _sinFcos b e Lsm Ey N sin g cos y gsin3 Eo)

2 2 3 2 2
(1.1.91)

A Taide de la relation entre I’anomalie vraie et I’anomalie excentrique, on aboutit a la
solution de l'intégrale :

e+ cosv e+ cosv
K.(v,vy) = (1—¢e*)7%?(arccos | -—————| — arccos | ——————
14+ ecosv 14 ecosy

- (cosv+e)sinv

2(1 —e€?)(1+ecosv)?
. (1=ef)(L, ) B (1.1.92)
2(1 —e?)(1 4+ ecosyy)? OB el Ho
esin® v n e sin® v
3(1+ecosv)3(l —e?)  3(1l+ecosvy)3(l —e?)
On obtient alors I’expression :
X () = ®.(v, 1) X(0) = By (1) Doy, (1) 1X(0) (1.1.93)

ou P, est la matrice fondamentale de Carter donnée par :

_ B 2
b 6oL + e cosv) K (v.11)

—2cosv(1l+ (e/2) cosv) 22— 0 sinv 1

1+ ecosv EE——

—sinvcosv 1 +ecosv
$1(v) p3(v) 0 P2(v) 0
Doy = 0 0 cosv 0 0
2¢1 (l/) 2¢3(V) + 1 0 2¢2(V) 0
1(v) 5(v) 0 5(v) 0
L 0 0 —sinv 0 0
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et
[ sin vy sin vy 2¢ sin? 0 Cos g
0 —4—" 4y 0 S R -
1+ ecosyy + daro 1+ ecosyy (I+ecosyy)? 1+ecosyy
0 -2 0 1 0
0 0 CoS 1y 0 0
- 4cosvy(l + (e/2) cosvy) sin v )
ol =1 o 0 0 0 e 1
o —¢1(vo) 14 ecosvy (1 + ecosrp)sin v
g (3 + ecos ) (3+ ¢ cosp) %1/02
1 — et 1+ ecosvyy 0 sin 2V02170 (1 + 62(:(_)5 Zoc)osu
+¢5(v0) (1+ecosp) +cos? gm0
1+ ecosyy
| 0 0 sin vy 0 0
(1.1.95)

Matrice de Yamanaka-Ankersen Yamanaka et Ankersen dans [59] proposent une
matrice de transition valable pour des excentricités 0 < e < 1 et relativement simple
a calculer analytiquement. Cette matrice sera utilisée d’ailleurs dans la synthese d’algo-
rithmes de guidage dans la deuxieme partie.

La solution particuliere proposée est :

v dr
= Jya(V, 1) = —_ [.1.96
o) = Tl = | s (11,96
Ce choix est motivé par la relation de conservation du moment cinétique :
d
i E*(1 + ecosv)? (I.1.97)
dt
N 2 n
ou k* = 7(1 e
On peut donc écrire :
d
- — Kt (1.1.98)

(1+ecosv)?

et donc :

v dr t

O4(v) = / — = k2/ dt = k*(t — to) (I.1.99)
v (1+ecosT)? to

En utilisant ¢; donnée par Carter dans [15], les auteurs établissent la matrice de transi-

tion :

X(v) = ®ya(v, 1) X (0) (1.1.100)

—sinyg

cos g
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avec :

¢§§S(V7 VO) _qigléa(yv VO) 0 ¢g§z(yv VO) _qigga(yv VO) 0
- sya(V7 VO) <I>sya(”7 VO) 0 - sya(y= VO) q>sya(yv VO) 0

& 0 0 sin vg sin v 4+ cos vy cos v 0 0 Cos Vg sin v — sin vg cos v
ve (I)§2éz(y7 VO) 7‘1;%;0,(117 VO) 0 ‘1);14:11(1/7 VO) 7(%;5;211(1/7 VO) 0
7(I)sya(l/7 VO) (I)sya(l/7 VO) 0 7¢sya(yv VO) q)sya(yv VO) 0

0 0 — cos Vg sin v + sin vg cos v 0 0 sin vg sin v + cos vg cos v

(I.1.101)

ou ®,,, est la matrice de transition du mouvement plan :

z(v) (0) z(0)
' (v) '(0) 1| #(0)
- =P .V, 1 - =Py P00 - 1.1.102
g) | = Pl | o) | = P Pana |0 (102
y (W) y'(0) y'(0)
et ®yyq est donnée par :
1 —(2+ecosv)cosv (24 ecosv)sinv 3(1 + ecosv)? Jyq (v, v0)
0 (14 ecosv)sinv (14 ecosv)cosv 2 —3e(l + ecosv)Jyq(v,vp)sinv
Coyar=| 0 2(1+ecosv)siny 2(1+ecosv)cosv —e 3(1 —2e(1+ecosv)Jyq(v, 1) sinv)
. . sinv
0  cosv+ecos2v —(sinv + esin2v) —3e ((cos v+ ecos2v)Jyq(v, 1) + m)
(1.1.103)
La matrice @y, se déduit aisément de (I.1.103) comme :
1 —(2+ ecosyy) cos vy (2 + ecosvy) sin vy 0
0 (14 ecoswy)sin vy (1 4+ ecosvy) cosvy 2
Poyare = | 0 2(1+ecosvp)sinyy  2(1+ ecosyy)cosyy — e 3
0  cosyy + ecos2y —(sinyp + esin 21) 3o 0
1+ ecosyy
(1.1.104)

1.3.3 Les orbites perturbées

La littérature est tres pauvre en références portant sur la modélisation du mouvement
relatif perturbé, notamment par l'effet du J,. Les modeles obtenus sont complexes et
inutilisables sur des applications en ingénierie. Le calcul des matrices de transition est, en
particulier pratiquement impossible.

Les rares matrices de transition trouvées dans la littérature sont calculées par des
méthodes géométriques [60], ou hybrides a U'instar des travaux de Gim & Alfriend [28].
Cette approche sera détaillée dans la section suivante.

Une hypothese sur la variation des éléments orbitaux a été posée dans quelques travaux
répertoriés, notamment dans [47], [48] pour le cas circulaire, et [26], [52] pour le cas
elliptique :

Hypothese 1.3.3 L’accélération différentielle est calculée en supposant que le satellite
de référence ne subit aucune perturbation et vérifie les conditions képlériennes.
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Ceci revient a négliger la variation des éléments orbitaux de la cible sous l'effet de Js.
Cette hypothese permet de trouver les équations de Tschauner-Hempel généralisées :

2
0 . (14 e cosv) 0
i (1—e2)*/? i as
g = (14 e cosv)? v+ ay |+
F —2n (1= e2)3/ 0 0 2 ax
I 0 0 0
[ n2f1(e,u)(3+ecosu)+JeG’11 —26~n2f1(e,1/) sinv + J.G12 JeG13 T
2e-n? sinvfi(e,v) + JeGay n?f1(e,v) (e cosv) + JeGaa JeGas y
JeG31 JeG32 —n2fi(e,v) + JeGss z

(1.1.105)
Dans sa these de PhD [50], Sengupta suit une logique similaire a celle d’'Irvin, mais linéarise
en se basant sur la formulation en polynomes de Legendre du potentiel terrestre. En effet,
le potentiel de gravitation de la cible s’écrit comme la fonction génératrice des polynomes
de Legendre d’argument (—z/p) :

U . 1% . I
cible — 5 5 2—
Vi +a)? +y?+ 2 0t 2
T 1+—2+—
(1.1.106)
92 2,2 .2 > - n
I OO WA S P EA N .
T 1 2r] (Wt p 1
Ucible

Finalement, l'auteur obtient un modele augmenté tout comme Vaddi, linéarisé pour de
faibles distances inter-satellitaires :

;

.. .. . . aUcz e
x:2yy+(yz+2ﬂ3)x+yy+7bl+a$
Ty Ox
. .. . H . 8Ucible
= _9 2 Dy — e
i vi+ (v 7M;))y vr + 2 + a,
aﬁci e
s _ﬂg . e | g (I.1.107)
Ty 0z
.. . 1%
P = 02r — 7
27,
V=——v
\ T1

L’intérét accordé par la communauté aux modeles a base de coordonnées cartésiennes
locales provient principalement des applications. Historiquement, le rendez-vous orbital
a suscité un grand nombre de travaux dans la thématique du guidage par la navigation
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relative. La nature des variables d’état permet d’utiliser ces modeles sans transformations
ultérieures. Cela représente un réel avantage lorsque la complexité numérique doit étre
prise en considération. Le besoin de synthétiser des schémas de guidage autonomes et
embarcables, justifie la nécessité d’utiliser des modeles simples et exploitables sans trans-
formations majeures.

Les problemes rencontrés lors de ’élaboration de ces modeles sont liés a la complexité
analytique des équations de la dynamique relative. Les modeles d’état a parametres va-
riants dans le temps rendent la construction des matrices de transition difficile a mettre
en ceuvre, meéme si des progres considérables ont été réalisés ces dernieres années. Les cas
képlériens sont actuellement résolus, si I’on fait abstraction de la perte de précision due a
la linéarisation.

Cette perte de précision peut étre mise en évidence a travers la comparaison de la propa-
gation d’'un état initial par la matrice de Yamanaka-Ankersen et par un propagateur non
linéaire basé sur les équations non linéarisées pour les distances faibles.

Pour une orbite faiblement elliptique donnée par le vecteur des éléments orbitaux :

Xoe = [7011km 0.0052 52deg Odeg Odeg Odeg | (1.1.108)

Un décalage initial a t = 0 de 10 km dans la direction du mouvement, propagé par les
deux moyens cités plus haut mene vers un décalage a t = 64620s de :

— Yamanaka-Ankersen : 6m ;

— propagateur non linéaire : 3,01 km
L’erreur provoquée sur I’exemple présenté plus haut confirme que les hypotheses de linéa-
risation doivent étre considérées avec précaution et réserve.
Les cas perturbés présentent encore, des grands défis a relever. Il n’existe pas, a notre
connaissance, de matrice de transition pour les cas perturbés horsmis celles obtenues par
des méthodes hybrides. La littérature est pauvre en modeles d’état pour ces cas également.

1.4 Matrices de transition hybrides

Face a I'impossibilité de construire des matrices de transition par les méthodes carté-
siennes dans certains cas prenant en compte les perturbations orbitales, et 'inadaptation
des parametres orbitaux différentiels aux problemes de commande usuels, une nouvelle
famille de méthodes pour construire les matrices de transition directe est apparue dans
les années 1990.

Plusieurs auteurs proposent d’utiliser une méthode hybride qui combine les avantages
des deux approches a travers 3 étapes :

1. Une transformation W(Xpg(t)) qui permet de passer des différences en éléments
orbitaux aux coordonnées cartésiennes locales d’une maniere linéaire :

erw(t) = \I/(XOE(t))dXoe(t) (11109)
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2. Une matrice de transition en éléments orbitaux différentiels :
0Xoe(t) = o(t, t0)dXoe(to) (L.1.110)

3. Une transformation inverse ¥~1(X,.) permettant de repasser en différences d’élé-
ments orbitaux :

5Xoelt) = U (Xon(t) Xrsult) (LL111)

En rassemblant les trois étapes on obtient une matrice de transition en coordonnées car-
tésiennes locales, méme si 'intégration se fait via les éléments orbitaux différentiels :

erw(t) = ¢H(t7t0)X7"sw(t0) (11112)

ou ¢y est donnée par :

ot te) = W(Xoe(t))doelt, o)V (Xoe(to)) (1.1.113)

Dans la suite, nous citons des exemples de travaux représentatifs de la littérature
associée aux transformations entre les coordonnées cartésiennes locales et les différences
en éléments orbitaux. Les développements sont généralement entrepris dans le but de
servir a établir des matrices de transition pour des cas non traités par les méthodes
traditionnelles.

1.4.1 Matrice de transition de Garrison

La matrice de transition proposée par Garrison dans [25], utilise une méthode hybride
pour des orbites elliptiques képlériennes. Les travaux ultérieurs de Carter [15], Yamanaka-
Ankersen [59] et d’autres auteurs ont démontré la possibilité de construire cette matrice
de transition par une méthode classique. La démarche suivie peut étre résumée comme
suit :

1. calcul d'une transformation linéaire W(v, §X,.(v)) qui permet de passer des coor-

données cartésiennes locales 6 X,.,(v) a un vecteur d’éléments orbitaux différentiels

¢
défini par 0 X,eq = oa de v dw+cosid) sinidQd i
a

0Xrsw(V) = V(1 0X0e(V))0Xoeg(v) (I.1.114)
6 Xoeg(0) = V(1,6 Xoe(110)) 0 X 500 (10) (I.1.115)

2. établissement d’une matrice de transition ®,.,4(v, 1) qui décrit I’évolution des para-
metres orbitaux différentiels entre deux positions angulaires vy et v :

5X06g<’/) = q)oeg<V7V0)5Xoeg<VO) (11116)
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3. obtention de la matrice de transition en éléments orbitaux cartésiens locaux :
0Xrsw(V) = (1, 0Xoe (V) Poeg (v, 10) ¥ (10, 5Xoe(y0))*15erw(V0) (I.1.117)

La transformation linéaire W est calculée d’une maniere analogue a celle de Casotto [16]
en ce qui concerne la position. Par contre, la vitesse relative est obtenue en dérivant les
expressions obtenues pour la position relative par rapport a 'anomalie vraie. Cela mene
alors a :

x da  2e+ (e*+1)cosv esinv
. de + ov
r a (1+ecosv)(l—e?) 1+ ecosv
y - OV + dw + cos 162
-
- —cosw + vsin 10€) + sinw + vdi
,
x 1 e . da .
— = — | ——sinv— +sinv 4 e cos vov
r 14 ecosv 2 a 1—e2
’ —36a 3 2+ ¢? ) i
y o @ e+ (2+e’)cosv e , _esiny (8 — 6+ cos i6)
T a 1+ ecosv 1—€e2 1+ecosv
z sinisin(w+y)+esinw59+cos(w+y)+ecosw5i
T 1+ ecosv 1+ ecosv

(L.1.118)

La matrice de transition ®,.,(v,1p) est définie comme étant la matrice de sensibilité de
I’état final par rapport a I’état initial :

Doeg (v, 1) = [58;;:—%} (I1.1.119)

Puisque I'auteur se place dans un contexte képlérien, une seule composante est variante
dans le temps. En utilisant 1’équation de Kepler :

M=FE—esinE = Ey—esinEy—n(t—tp) (I.1.120)

le calcul de la premiere variation donne :

sin v 1+ecosv siny 1+ ecosv
oF = — e+ ——0F,
) L/l—e? 1+ ecos vy \/1—62} 1+ ecosyy 0
3|1+ecosv sin v 1+ ecosrv siny oa
—|————(Ey— FE) +e — 0 —
2 1 —e2 V1—e2 14ecosvyy/1— e2 a
(I.1.121)
L’anomalie vraie est obtenue en utilisant :
1 E
fan 2 = +€tan— (I1.1.122)
2 1—e 2
L’expression de dv devient finalement :
da
oV = go— + gede + g,01y (I.1.123)

a
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avec :
5 = §(1+ecosy)2 Ey—FE L siny sinyp (1.1.124)
2 1-—e? V1—e? l+ecosv 14ecosv
(1.1.125)
1 1 ?
9 = T (2+ecosv)siny — <1::7§;SVVO) (2 + ecosiy) sin 1/0] (I.1.126)
(1.1.127)
1+ecosv]?
| pecosy 1.1.128
J {1 + ecos V0:| ( )
La matrice de transition ®,.,(v, v, X].(v)) s’écrit donc sous la forme :
1 0 0 0 0 0]
0O 1 0 0 O0O0
_| Y% 9 9o 0 00
Doy (v, 1) = 0 0 0 100 (I.1.129)
0 0 0 010
000 000 1]

1.4.2 Matrice de transition de Gim-Alfriend

Dans [2] et [29], Gim & Alfriend développent une matrice de transition pour des
orbites perturbées le terme en J, di a 'aplatissement des poles. La matrice développée
dans [2] est destinée a des orbites circulaires ou elliptiques, mais non équatoriales, alors
que celle présentée dans [29] est valable pour toutes les configurations orbitales du fait de
I'utilisation des éléments orbitaux équinoxiaur.

Nous rappelons que la perturbation causée par le terme en J, génere deux types de
variations sur les éléments orbitaux :
— des variations périodiques, dont l'effet instantané est mesuré via les éléments oscu-
lateurs ;
— des variations séculaires, causant des dérives des éléments moyens.
Gim & Alfriend présentent les développements pour les deux types de variations.

La méthode suivie est analogue dans les deux cas; elle se résume de la facon suivante :
1. un transformation géométrique linéaire notée X(t) = A(t) + aB(t) telle que :

Xosw = D)6 Xoum(t) (1.1.130)

avec @ = 3JoR% aB(t) rassemblant les termes perturbés par J;. X, est le vecteur
des éléments orbitaux moyens.

Cette transformation est inspirée de celle développée par Garrison dans [25], en
prenant en compte la variation des éléments orbitaux aue aux perturbations.
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2. une transformation liant les éléments orbitaux moyens aux éléments osculateurs :
0Xoe(t) = D(t)0Xoem(t) (I.1.131)

Cette transformation est une matrice jacobienne obtenue via un développement au
premier ordre :

0% oe ] (1.1.132)

bt) = {Moem

3. une matrice de transition en éléments orbitaux moyens, définie comme une matrice
de sensibilité de I’état final par rapport a 1’état initial :

0 Xoem(t) = Poem(t,t0)0Xoem(to) (1.1.133)

4. deux matrices de transition peuvent ainsi étre obtenues :
— une matrice de transition en éléments moyens :

Dt tg) = B(t)Poem(t, to) X" (to) (1.1.134)
— une matrice de transition en éléments osculateurs :
D(t,tg) = X(t)D(t)Poem(t, to) D (te) X (to) (1.1.135)

Aucun travail équivalent dans la littérature n’a été répertorié. Méme si les comparaisons
montrent la grande précision apportée par ces matrices, 'application en reste tres res-
treinte. Ceci est dii notamment a la complexité analytique des expressions obtenues. En
effet, cette matrice engendre des couts importants en temps de calcul.

Les méthodes hybrides, bien que relativement récentes, ont d’ores et déja permis de
résoudre certains cas non traités par les méthodes classiques. L’intégration des perturba-
tions s’y trouve, en effet, facilitée grace aux équations de Gauss. Leur exploitation dans
les problemes de guidage et de commande est encore limitée, a cause de la complexité
analytique des matrices de transition résultantes.

1.5 Conclusion

Nous avons identifié certains manques dans la littérature existante. Aucune référence
ne propose le développement d’un modele général, englobant les modeles existants et per-
mettant de traiter tout type de perturbation. La linéarisation ainsi que les hypotheses
simplificatrices interviennent généralement tres tot lors des développements. Nous propo-
sons dans le chapitre suivant, une méthodologie générale de synthese de modele linéaire
d’état pour des orbites elliptiques et perturbées.

Une étape principale dans le développement de modeles a 'aide des méthodes hybrides
est la construction des relations de passage entre les éléments orbitaux différentiels et les
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coordonnées locales. Dans la littérature, les relations développées sont linéaires [16, 2, 25],
car elles doivent étre inversibles, et ne permettent la prise en compte de perturbations or-
bitales que rarement. La linéarisation est source d’erreurs lorsque les écarts chasseur/cible
augmentent. Pour ces raisons, nous proposons une approche permettant de construire des
transformations non linéaires et linéaires en considérant les perturbations orbitales. Ceci
permettra d’évaluer la validité des transformations linéaires et I'incidence des hypotheses
de simplification et linéarisation employées dans la littérature. Nous pouvons des lors
établir des domaines ou la précision des matrices de transition sera assurée.
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Chapitre 2

Synthese de modeles du mouvement

relatif

Sommaire

2.1 Objectifs. . . . .. i e
2.2 Développement d’un modele linéaire de vol relatif . . . .
2.2.1 Accélération différentielle dans la base locale . . . . .. ..
2.2.1.1  Vitesse de rotation de la base locale . . . . . . ..

2.2.1.2  Vitesse différentielle dans la base locale . . . . . .

2.2.1.3 Différence des accélérations dans la base locale . . . .

2.2.2  Gravité différentielle . . . . .. . ... ...

2.2.2.1 Champ de potentiel § dans la base sphérique

2.2.2.2  Champ de potentiel § dans la base locale . . . . .

223 Lemodeledétat . . . ... .. ... .. ... ... ...

2.3 Application au cas circulaire képlérien. . . . . . .. .. ..
2.4 Application au cas elliptique képlérien . . . . . . ... ...
2.5 Application au cas elliptique perturbé . . . . ... ... ..
2.6 Conclusion . ... ... ... .. 0 i e e

2.1 Objectifs

L’étude bibliographique entreprise dans le chapitre précédent a permis de mettre en
évidence certaines insuffisances dans la littérature relative aux modeles cartésiens du mou-

vement relatif. On peut remarquer notamment que :

— plusieurs modeles sont proposés, utilisant différentes hypotheses et approches, ren-

dant la comparaison difficile;
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— les hypotheses sont posées tres tot dans les processus de développement, réduisant
le champ de validité des modeles;

— les perturbations sont rarement prises en compte (J5 et frottement atmosphérique) ;

— les développements techniques sont tres spécifiques aux cas traités.
Afin de répondre a ces problématiques, nous proposons une démarche systématique de
modélisation. La méthodologie proposée, rigoureuse, permet d’obtenir un modele général,
englobant tous les modeles existants dans la littérature. Par conséquent, ce modele s’adapte
a tout type de perturbations orbitales.

2.2 Développement d’un modele linéaire de vol rela-
tif

Soient deux satellites, la cible notée M, et le chasseur noté M. La trajectoiretde la
cible est identifiée par le jeu de parametres orbitaux X,., = [ a e 1 Q w v ] . Les
parametres orbitaux de la cible seront notés sans 'indice 1 afin d’alléger les expressions.

—

Q

A

=

el

F1G. 2.1 — Paramétrage local du mouvement relatif

—_—
N , .. . ,
Le vecteur p = M;M; représente la position de M, dans un repere local centré sur
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M. Nous allons utiliser deux bases pour décrire le mouvement relatif :
—_— = — . —_— = —
— labase locale By = [Ry, S1, Wi et lerepere Ry = [M;, Ry, S1, W1] pour le mouvement
relatif ;
) ) — — — . — — —
— la base inertielle By = [ I, J, K] et le repere Ry = [Or, I, J, K] pour le mouve-
ment absolu.
Le but de cette partie est d’établir le modele linéaire d’état :

Xpow(t) = Apew(t) Xrow(t) + Brew(®)U(t) (1.2.1)

tel que :
t

,me:[ﬁ \_/MQ/RI}BI:[:U y 2 &y Z]t;
t — — —

- U= [ Uy Ug Uy } le vecteur de commande dans les trois directions Ry, S et Wj.
Tous les développements se feront dans la base By, le passage vers les autres systemes
de référence se fait via des changements de base détaillés dans ’annexe A. La cible est
considérée comme inerte.
L’application de la relation fondamentale de la dynamique a M; et M, dans le repere
inertiel Ry mene a :

dt?
(dZOTM2

dZOTMl — —
— | = 9(M)+ T
Bo

(1.2.2)

dt? ) =G (M) + A pa+d,
Bo

g (M) étant I'accélération de gravitation, a_; I’accélération de propulsion du chasseur et
7; rassemblant toutes les autres perturbations extérieures.
On en déduit la relation régissant le mouvement relatif :

s
d?> M, M.
(%) =g (M) — g (M) + 7;;2 - 7;;1 + 7p (1.2.3)
0
Soit :
d? M, M.
(#) =09 + 7})2 - 7})1 + 71) (1.2.4)
0
avec :

5? = 7(M2) - 7(M1)

Afin de pouvoir légitimement linéariser les relations, nous posons une hypothese sur les
distances inter-satellitaires :

Hypothese 2.2.1 La distance inter-satellitaire est considérée comme faible devant la
. — — . — P — o
distance au corps central : || p’|| < ||r1|| ot 71 = OrM; et p = My Ms.
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L’équation générale du mouvement relatif est donc donnée par :

—_—
d? M, M.
(ﬁ) =59 + 7172 - 7101 + 71) (1.2.5)
0
—_—
d? My M.
<$> est la différence des accélérations absolues dans la base inertielle. Cette ac-
0

célération doit étre exprimée dans la base locale. Dans la suite, nous établissons également
—
la gravitation différentielle dg, et 'effet des perturbations différentielles 7];2 — 7];1.

2.2.1 Accélération différentielle dans la base locale

dt? dt?
base locale B;. La base locale B; étant en rotation par rapport a By, il est nécessaire de

faire appel la loi de composition des accélérations que 'on peut trouver entre-autres dans
[14], tome 1 :

P20, M P20 M A s, /5, . A0 M
— + | —— /\OTM+2951/30/\ +
Bo B B B1

>y d*> M, M,
L’objet de cette partie est d’expliciter le terme < ) = | — dans la
Bo

dt? dt? dt dt

— —> —
Do/ A (D, A O M)
(1.2.6)
ou : .
- Qp, /8, est le vecteur vitesse de rotation de B; par rapport a By ;

ﬁ

ds) Y

3 < %/BO ) A OrM est Paccélération d’Euler ;
By

dOr M

H

- 2Q8,/8, A ( th ) est 'accélération de Coriolis ;
B

— — o=
- Qg /B, A (Q BB N OrM ) est l'accélération centrifuge.
Dans la base locale :
N — — —
p = xRy + y51 + W

et I’équation précédente s’écrit en relatif :

et s A5, 5, - a7
<dt2)8 - (dt2>8+ Ta A“?QBI/BOA(E)J
0 1 Bl 1

— —
Qpi/By N (981/5‘0 A 7)

(1.2.7)
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La premiere étape fondamentale consiste a calculer le vecteur rotation associé a la base
locale B;. Ce calcul a pu d’ailleur donner lieu a de nombreuses variantes plus ou moins
rigoureuses dans la littérature.

2.2.1.1 Vitesse de rotation de la base locale

La référence [52] propose le calcul général de ce vecteur de rotation dans le cas d'une
orbite elliptique perturbée :

— s TN "
Qpp, =QK +1 2 +a, W, (1.2.8)

Les différents vecteurs sont définis dans la base locale B; par :

— — — —>
K = sinisinf Ry +sinicos S, + cosi W,
B — e (1.2.9)
Ti = cosOR; —sinfS5;
On obtient donc les composantes du vecteur rotation dans la base locale B :
- — — —>
QB1/BO = wRRl -+ WSSI —+ WWW1
= (Qsinisin@ +icosO)Ry + (Qsinicosf — 1sinh)S; + (Qcosi + d, )W,
(I.2.10)

La simplification de cette expression se fonde sur la définition des éléments orbitaux
osculateurs (voir annexe B). Etant donnés deux satellites My, et M ayant la méme position
et vitesse a un instant donnée, la trajectoire de M supposée képlérienne, alors que celle
de M est supposée perturbée. On peut donc écrire :

— —
VM/R() = VMk/Ro

Le vecteur vitesse du satellite képlérien a pour expression :

= pl+e?+2ecosv, -
Vian/mo = \/g 1 —e? r

T étant le vecteur tangentiel a la trajectoire.
Soit, dans la base (]%, S W) :

— 14+ e?4+2ecosv . _ =
V My re = \/g T (—svaJrcosvS)

ou : )
1+ ecosv esin v

siny = —
V1+e2+2ecosv 7 V1+e2+2ecosv

cosy =
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d’ou :

= W 1 ) - .
V My mo = \/gﬁ ((esmy)R+ (1+ecosv) S) (1.2.11)

—
Pour établir 'expression du vecteur vitesse V' yr/r,, la dérivation vectorielle est utilisée en

tenant compte des perturbations, en utilisant 1’expression complete de le /By -

—
g dOTM
VM/RO =

Bo

dt

dOrM

— e
= ( dT ) +Ql3’1/l3’o /\OTM

t
B
avec :
Ot = 20—
1+ ecosv

et :

O,y = QK +i @i 4 6, W
- _—
Pour le calcul du terme Qp, /53, A OrM , I'expression (1.2.10) permet d’aboutir a :

a(l—e?)
1+ecosv

dOrM
Le calcul de ( di ) donne :
B1

—
dOrM _(d (al=¢%) 7
dt 5 ~ \dt \1+ecosv !
1 B 1—¢? da 2ae +a(1—62)cosy @—i—
~ \l+ecosv dt 1+ ecosv (1—|—ecosy)2 dt
ae(l—eQ)siny@) -
" (1+ecosv)? dt '

—_ _ . —_ . . —
Qp, /8y N OrM = {(Q cos 1 + dy) S — (Q sin ¢ cos ¢y, — 7 8in ozy) Wl}

— - o o
L’expression de la vitesse perturbée V'3, %, dans la base (Rl, St, W1> est donc :

1—¢*> da ae(l—e*)sinvdry
- . 1+ecosv dt (1+ecosy)2 dt -
Viuymy = < 2ae a(l—ez)cosy) de |
l4+ecosv  (1+ecosv)’ ) dt (1.2.12)
a(l—e?) /. R
+— (Qcosz—l—oz,,) Si
1+1ec052y
—M (Q sin? cos oy, — isin a,,) Wl
1+ ecosv
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La nécessaire égalité des vitesses képlérienne (1.2.11) et perturbée (1.2.12), projetée dans
la base By, conduit aux trois relations suivantes :

1—¢* da 2ae +a(1—62)cosy de
1+ ecosv dt 1+ ecosv (1—|—ecosy)2 dt

ae(l—e*)sinvdy

poo 1 :
=4/ ——=—=(esinv [.2.13
(1+ecosv)® dt \/;\/1—62( ) ( )

a(l—e?) /. o uoo1
m (Q COS1 + O[V> = \/gﬁ (]_ + € COS I/) (1214)
1—¢?) /. :
_ald=¢) (Q sin ¢ cos o, — ¢ sin ozy> =0 (L.2.15)
1+ecosv
La relation (I1.2.15) induit :
in g g 0 (1.2.16)
—sinicosa, — —sina, = 2.
dt dt

La relation (1.2.14) induit :
dQ ooda) _ [p(l+ecosw) (12.17)
dt dt )V a® (1 e2)*? o

Les conséquences sur le vecteur Oz, /B, sont qu’en injectant les relations (1.2.16) et (1.2.17)

dans Pexpression générale (1.2.10) de (j, /By, ON obtient :

—

631/30 = (Q sin i sin oy, + 7 cos ozy) R, + (Q cos it + dy> Wi (1.2.18)

En d’autres termes :

= S : = 14 ecosv)’ -
Qs /8, = (Q sin ¢ sin oy, + 7 cos a,,) Ry + %W Wi (I.2.19)

2.2.1.2 Vitesse différentielle dans la base locale

—

d
Dans ce qui suit le terme (_p) est exprimé dans la base locale. La différence des
B

vitesses inertielles de la référence et du chasseur, exprimée dans la base locale s’obtient a
l'aide de la relation de la dérivation vectorielle [52] :

T - ()
B

(1.2.20)
I A
< dt )31 " B/ !
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Rappelons que :
? =c R +ySi+z2zW;
et que :
i (14 ecosv)”

651/80 = (Q sin ¢ sin oy, + iCOS Oé,,) ﬁl + EW W1

Cela mene a l'expression de la vitesse différentielle inertielle dans la base locale :

— — . i (1+ecosv)’ \ =
Visore = Viyme = |- gmy i
1 2 ) . -
+1ly+ %%x—(@sinisinay—i-icosa,,)z Si
Vet (- e
+ (z + (Q sin ¢ sin ay, + 1 cos ozy> y) Wl

(1.2.21)

2.2.1.3 Différence des accélérations dans la base locale

D i suit, le t d (d7
ans ce gquil sul e terme | — _—
4 ’ dt \ dt

La différence des accélérations inertielles s’obtient a 1’aide de la dérivation de la vitesse
différentielle dans la base inertielle :

T (My/Ro) — T (My/Ro) = M) _<M>
Bo Bo

) ] est exprimé dans la base locale.
Bo

dt dt
d (V (Ma2/Ro) = V (Mi/Ro))
dt

. (1.2.22)

(2

dt o dp

[ men()
Bo

dt dt

B1
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A partir de 1.2.21 on écrit :

. 1 (1+ecosv)
LT=1/3 32 Y
Ve o —e

d (d_ﬁ) +y§ w1+ ecosy)Qa
dt) s, 2V @ (1-e2)*? 3
dt pu2(l+ecosv)(—esinv) .
Y 5 2\3/2 v
By . (1—¢?)
—y %m(Zcosij(?)—i-ecosu)e)é
\ a

(1—e2)?
2
. [ (14 ecosv)” .
3 [uw(1+ecosv)? (1.2.23)
IS\ 5T ez ¢
2V a (]_ — 62)
[ 2(1+ecosv)(—esinv) | ~
+ +z a3 (1 _ €2>3/2 v Sl
1
+x %m(Qcosu—i—(?mLecosu)e)é
\ a

(1—e2)??

— (Qsinisin o, + i cosisin ay, +icosozy) z

— Qsinisina,,—l—icosa,,) Z

'z’+<Qsinisinay+icosay>y .
Wi

+ (Q sin g sin o, + €27 cos i sin «y, + 7 cos ozy) Y

D’autre part :

2
. 1+ g+ w (1+ecosy) .
= dp m €Ccos v 32 .
Bo (1—e¢?) —(Qsinisina,,—i—icosoz,, z
i (1+ecosv) [ 1 (1+ecosv)’
@ (—epr \"TNVE qoepr?
. . G [.2.24
T - (Q sinzsina, +i1cosq,, | 2 51 ( )
. , 2
+<Qsinisina,,+icosoz,,) Yy
_ i (14 ecosv)?
S : Y+4/3 32 L *
+(Qsinisina, + i cosa, a’ (1 —e?) Wy

— Qsinisina,,+icosa,,> z
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Finalement, les composantes dans la base locale B; de la différence des accélérations

inertielles sont :

&p B o= i-2 ﬂ(l—i—ecosu)Qy_ﬂ(1+ecosgy)4x
&) @ - (1

21 ;
a( +ecosv)a

4 Hltecosv | Foeginyi y
CL3 (1 _62)3/2
2cosv+ (34 ecosv)e .,
— é
1 —e?

1 e :
+ %M(Qsinisinay—l—icosa,,)z

1 2 ) .
2 /%%f— (Qsinisinay+icosoz,,> z
—e

3
2—(1+ecosu)d
a
_[pltecosv Toesinyy .
\ &3 32
@ (1—e) 2cosv+ (3+ecosv)e,
- é

1 —e?
1 4 . . 2
_ (%% + (Qsinisinozy+iCOSOéu) )y
a —e

- (Q sin ¢ sin o, + €4 cosisin «v, + 7 cos a,,) z

425 B
) oW
(@),

= 49 (Qsinisinal,+icosozu> Y

. . 1 2
+ (Q sin ¢ sin o, + 7 cos ozy> %Mx
a® (1-— 62)3/2

+ (Qsinisina,,+Qicosisinal,+icosa,, Y

. . 2
- (Q sin 4 sin o, + zcosay) z

Le terme gauche de I’équation (I1.2.5) étant complétement défini, on s’intéresse maintenant

a la partie droite.

2.2.2 Gravité différentielle

o, , . . e — — —_—
En considérant un déplacement infinitésimal 007 M = dx R1+dy S1+6z Wi par rapport
a un point M de référence, 'expression du terme dg peut étre obtenue en considérant la
différentielle du champ de vecteur ¢ :

e
5§ = V§ 607 M
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ol Vg est la matrice gradient du champ de vecteur g qui dérive d'un potentiel scalaire
U(M).
g(M) =V U(M)

Finalement :

55 = (Vi) 7 (1.2.25)

Dans le paragraphe suivant, nous écrivons I'expression du champ gravitationnel terrestre
en coordonnées sphériques, puis en coordonnées locales en posant quelques hypotheses
simplificatrices pour la linéarisation.

2.2.2.1 Champ de potentiel g dans la base sphérique

Soit la base sphérique B, associée a la base locale B; telle que :
- — —
B, — (Rl,xq,, y<p> (1.2.26)
Avec :

— @ est la colatitude courante (angle entre 'axe polaire (OTI? ) et le rayon vecteur

—
courant Or M) ;

— 1) est la latitude courante (angle entre 1’axe (OTf ) et la projection du rayon vecteur

courant OrM) dans le plan équatorial (cf. figure 2.2.2.1 et 'annexe A).

K=7
—
1= <o
"/ Yo =Yy
2 A" -
1 €T J
| ¥ >
}‘\:
oo
Y

~y

F1G. 2.2 — Définition des coordonnées sphériques

Par convention (cf. [4]),le champ gravitationnel au point M sera noté :

— —
G(M) = g, Ry + 9o Ty + gy Up = gr Bi + 9o T + Gy Yoy (1.2.27)
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Dans le cas général, le champ de potentiel g se décompose dans la base sphérique By :

oUu — 10U 1 oU
TV e e e o

Dans les développements ultérieurs, nous considérons I'une des deux hypotheses suivantes :

(1.2.28)

Hypotheése 2.2.2 La Terre est un ellipsoide de révolution d’aze (Or [?) et la plus grande
hétérogénéité de répartition des masses est due a Uaplatissement des poles [42], [15].

Le potentiel terrestre s’écrit alors :
p ,uR2 Jo (1 3 9
Ul M) = " +— = 5 5 08P (1.2.29)
ou :
® R, est le rayon équatorial de la Terre;

e J; est une constante adimensionnelle issue de la décomposition harmonique du po-
tentiel gravitationnel dont la valeur approximative est 1,082629 1073.

Ceci conduit a un premier constat di a la symétrie est/ouest supposée de la Terre :
gy =0

Cette hypothese mene a l'expression de g dans la base sphérique :

. 1 pRZ,J, (13 1Rz, T ‘ -
g :_(T_2+3 T4 <§—§COSQ<P R1+T7<3SIH¢COS¢)x¢
. 1% 3 R2 JQ Req J2 . —
=3 {(1 + 5,3 (1 — 3 cos® p) R1 2 (3 singp cosyp) T, (1.2.30)
= 3Rz /LJQ —
=R Z’4 ((1 —3cos’p) R — (2sinpcos p) :cg,)
J

Dans le cas simplifié ou la Terre est considérée comme un corps homogene et sphérique,
cette expression se simplifie.

Hypothese 2.2.3 La Terre est un corps sphérique homogene. Le potentiel terrestre s’écrit
alors comme un cas particulier du cas précédent :

Uy (M) = g (1.2.31)

i =-Ln (1.2.32)
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2.2.2.2 Champ de potentiel g dans la base locale

Dans le cas ou l'on se place sous I'hypothese 2.2.3, un développement supplémentaire
doit étre opéré pour exprimer 6g dans la base locale.

On a:

5§ = Vigs0,M = —L6R; + 2“—‘?”?1 + o (1.2.33)
T T

On sait que :

On obtient donc :

= 3 R ).
Jo = -5 e;zj 2 ((1 — 3 cos? <p)§1> — (2sinpcos p) (cos¢§1) — Sin'l/}M_/;))
3 R ).
= -3 e;;j 2 ((1 — 3cos? ) Rl - 2sin  cos @ cos 1/1?1 + 25sin  cos @ sin wI/I—/})) (1.2.34)
3 R ).
= -3 EZ»,Z 2 ((1 — 3cos? ) ﬁl — 2 (sinp cos ) (cos ) §1 + 2 (sin @ sin 1)) (cos @) I/I—/}))

i - = o
A partir de 'expression du vecteur K dans la base locale [Rl, St, Wl} par I'intermédiaire

des angles géométriques :
K = cosp Ry — sin cosh ) + sin ¢ sing W, (1.2.35)

et par comparaison avec ’expression du méme vecteur dans la base locale By par I'inter-
médiaire des angles orbitaux :

K = sini sin@ Ry +sini cos® S, + cosi W, (1.2.36)
on peut écrire :
cosp = sinisinf
sinpsiny = cost (1.2.37)
sinpcosyY = —sinicosf

et on en déduit :

j _§ quﬂj2

_ . 9. . 9 =7 . 9. . = Ce g
(1 3sin“ 7 sin 9) R, +2sin“icosfsin@S; + 2cosisinisinf W,

2 rt
(1.2.38)
N u—>3qu/~L2 R WD SR . 9. e e
g=-= 15 ((1—3sm 7 sin 9) R; + 2sin zcos@sm@Sl+2008251n251n0W1)
r
(1.2.39)

On doit calculer la matrice gradient de I qui est définie par la relation :

§Jy = V.Jy §Or M (1.2.40)
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ot : -y — — — — —
5OTM = or Rl + T5R1 et 5R1 = 5931/30 A Rl

Le vecteur rotation élémentaire est donné par :

5, 15, = 0K + 6i & + 60 W, (L2.41)
On obtient donc
— — —
ORy = (0Q2cosi + 00) Sy + (disin @ — 0§2sini cos @) Wy (1.2.42)
Cela permet d’écrire :
—_— — — —
007 M = 6r Ry + r(02cosi + 06) Sy + r(disin — 52 sini cos0) Wy (1.2.43)
De méme, on obtient :
— — —
051 = —(0Qcosi+ 00) Ry + (02sinisinb + i cosd) W
~ (1.2.44)

— —
Wy = (0Qsinicos@ — disinf) Ry — (0Q2sinisin @ + di cos ) Sy

On a :

5T = -5 a2 (400 V 4 roV) (1.2.45)
r
avec :
V = (1— 3sin®isin®0) }?1) + 2sin® 7 sin 6 cos 6 ?1 + 2cosisinisinf W_/l) (1.2.46)

Apres calculs, on obtient alors :

_Asin2isinOrsingsi | — | SnZcosOrsingoi o
4 sin? g sin 20780 Ry + | +(1 4 2sin”i — 7sin®isin” 0)rdf | Sy
+(1 — 5sin®isin® 0)r cos i652
(5sin?isin? @ — 1)r sini cos 05O .
+ | +(=5sin?isin® @ + 3 — 2sin?i)rsin65i | W,

roV =

+ sin 27 cos 0rdd
(1.2.47)
Par identification, on aboutit a :
- R puJy  ——s
5Ty = 6~ G50 M (1.2.48)
r
ol la matrice G est donnée par :
1 — 3sin%i sin? @ sin 26 sin? i sin 0 sin 2i
1 7 in 27 0
G = sin 26 sin” i ~173 sin'2 i; 1 Si;lQ isin® 6 ; —w
in
sin 6 sin 2 —$ —Z+§sin2i+zsin2isin20

(.2.49)
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La matrice gradient associée au J5 est donc :

Req:uJQ

Vi, =6—L 2@ (1.2.50)

En reprenant 'expression globale du gradient de gravité, on obtient finalement :

6G = (Vg)p, 00rM = S0 -1 0 |+6 "’7{5 G| 6OrM (1.2.51)
0 0 -1
et la matrice gradient du champ gravitationnel :
’ 2 0 0
(Vi =4 |0 —1 0
r
0 0 -1
1 — 3sin?i sin? @ sin 20 sin? i sin 0 sin 2i
R2 uJ 9 1 9 7T . 9 9 sin 27 cos 6
G L qM 2 sin 26 sin” ¢ _Z_§Sin 1+ —sin“¢sin“ 6 -
in 0 sin 2i _ sin2i cosd (3 Lo 25
SN G S11 22 4 4 2Sln ) 4sm 7 8in

(1.2.52)

2.2.3 Le modeéle d’état

Une synthese des calculs effectués précédemment est donnée ici. Il s’agit d’un modele de
mouvement relatif de deux satellites tels que :
— lorbite de la cible est elliptique et perturbée;
— les distances inter-satellitaires sont faibles devant les distances avec la Terre;
— les équations de Gauss sont utilisées pour calculer les dérivées des éléments orbitaux de la
cible intervenant dans le modele |a, é, i, Q, w, ¥, ]

Le modele d’état est repris dans la page suivante :
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Art

L (1+ecosv)
1

™

_ i (1—|—ecosy)< S111 7 S111 )

. esin v
— a4 2———— 7
2a 1+ ecosv

23
3 (1+ecosv) 2cosv+ (3+ecosv)e,

—/& (1 +ecosv)
1

(1 —e?)(1+ecosv) ¢

3 .
— ey %(1—1—8(3081/)
a 1+ ecosv Ty

2cosv + (3 +ecosv)e,
(I1—€2)(1+ecosv)

+ (Qsinisin@+icos€)2

-0 (z sinf — Qsini cos 9>

+icosf
0 2,/%(1—1—66081/) 0 1
2 [E T ) 0 Qsinisin
— : €cos v )
o +icos 6 . Aco
Qsinisin @
0 o 0
+icosf |

apy apz ] '

- T%(l—{—ecosy)(
1

Qsinisin @

+icosf

é(isine — Qsinicos@)

. . 2
(Q sinisin 6 4+ i cos 9)
2 0 0
0 -1 0
0O 0 -1

)

(@)

S ¢

N

N

AILVTHY INHINHANOW NAd SHTHAONW HA HASHIHINA
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2.3 Application au cas circulaire képlérien

Sous les hypotheses 1.3.1, la relation (1.2.4) devient :

d’p
- F =0d+a 1.2.53
(), =97+ (1259
Les hypotheses képlériennes et 1.3.1 permettent de déduire :
v =n = cste

L’accélération différentielle est donc donnée par :

25 T —vy— 20y —vx
<—§> = | §+vz+2wi -ty (1.2.54)
dt Bo p
B1
On obtient donc :
dQﬁ .. . N T .. . NG e
1 =[(x—2yn—xn)R1+(y+2xn—yn)Sl+zW1] (1.2.55)
Bo

L’utilisation du systéeme d’hypotheses 1.3.1 conduit a retrouver la premiere partie de I’expression
donnée dans 1'équation (1.2.52) :

2 0 0
(Vi =20 -1 0 (1.2.56)
“lo o -1
On en déduit que :
. o — — —
0g = — (2 tR —y Sy — =z Wl) (I.2.57)
a

L’introduction des expressions (1.2.55) et (1.2.57) dans la relation générale (1.2.53) puis la pro-
— —
jection sur les axes locaux [Ry,S7, Wi] conduit au systeme :

F=2ny+3n’x+ a,
= —2nT+ ay (1.2.58)

(=-n?z+a,

On retrouve ainsi les équations de Hill-Clohessy-Wiltshire :

F=2ny+3n’z+a,
J=—2n%+ay (1.2.59)

(=-n2z+a,

Ces équations sont mises sous forme d’état :

dX ()
dt

= AHC’W X(t) + BHCW ap(t)
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avec
0 0 0 1 0 0] [0 0 0]
00 0 0 1 0 00 0
o0 0 0 0 1 00 0
Anew =192 o o o 2n 0| BHOW=11 ¢ o (1.2.60)
0 0 0 —2n 0 0 010
. 0 0 —n2 0 0 0] | 0 0 1 |
2.4 Application au cas elliptique képlérien
Sous les hypotheses 1.3.2, la relation (1.2.4) devient :
425
L) =s5+a 1.2.61
(), =7+ (1261)

L’hypothese d’une trajectoire elliptique de la cible induit que la vitesse de variation de ’anomalie

vraie v n’est plus constante :
. [Ju(4ecosv)?
v = g—(l _ 62)3/2 (1262)

3

d’otu :
_dv _dvdv 9 2esinv(l+e cosv)
YTac T dvar " (1—e2)3

L’accélération différentielle absolue dans la base locale est donc donnée par :

i ) 1+ S0t e
I R T
By - N

(1.2.63)

(_,+2 (1+e cosv)? ,(1+ecosv)?
G+ 2n——— —

. -
(1_62)3/2 T—n 1P [2631n1/ac—|—(1+ecosu)y]> S1

—_—
+ZW4
(1.2.64)
Le potentiel gravitationnel devient :
2 0 0
(Vi)p, =] 0 -1 0 (1.2.65)
“lo 0o -1
En y insérant ’expression de r pour les orbites elliptiques :
1— 2
_ oal=e) (.2.66)

1+ ecosv
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on obtient :
. p(1+4 e cosv)? 2 0 0 , (14ecosv)? 2 0 0
0 0 -1 0 0 -1
(L.2.67)
A partir des expressions (1.2.67) et (1.2.25), on déduit que :
. 9 (1+ecosv 3 — — —
0g=n" | ——— <2£U Ri—yS —=z Wl) (1.2.68)

L’introduction des expressions (1.2.64) et (1.2.68) dans la relation générale (I1.2.61) puis la pro-

— = —
jection sur les axes [Rq,S1, Wi] de la base locale By conduit aux équations de Tschauner-

Hempel :

1 ? 1 3 1

A 2n—((+eczo)s372) Z)—2n268inu—( (—;ecozs)?.y) y + n? (741—600281/
1—e - ¢ - ¢

i - 2n(1+ecosy)25v+2nzesinu<1+eCOSV>3x+n2<1+€COSV

- AT T N3/2 S RS

(1_62)3/2 1—e 1—e
1 A%

2= o () s

Le systeme (1.2.69) peut alors étre mis sous la forme :

dX(t)
dt

= Arg X(t) + Brp ap(t)

3
) (B+ecosv)x + ay

3
) (e cosv)y +ay

(1.2.69)
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avec :
_ . 0 0
0 0 0
0 0 0
L i 1 L \3
1 3 1 3
2n2€siny<ti7ceo2$y> n? (‘il‘fiiceo:’/> (¢ cosv) .
1+ecosv\®
0 0 2 (LtTecosvy
_ (o)
1 0 07
0 1 0
0 0 1
0 g A€ cosv)”
(1—62)3/2
_gp{itecosy)’ ; .
(1—62)3/2
0 0 0
[0 0 0
0 0 O
0 0 O
Bry = Lo o
01 0
[0 0 1|
(1.2.70)

2.5 Application au cas elliptique perturbé

Les hypotheses posées dans ce cas sont identiques a celles de Tschauner-Hempel 1.3.2, a
lexception de la prise en compte des termes en J,. La relation (1.2.4) devient :

d2ﬁ>
— =dg+a (1.2.71)
(), ~7+%
et :
2 0 0
o 1+ecosv 3
(VQ)BI — n2 <1—7¢32> 0 —1 0
0 0 -1

2 2 Gn(ﬂ,z’) ] G13(9

1
167, <Raeq> (%Zf”) Go1(6,) Go(6,i) Gasl8,i
G1(6,i) Gan(8,i) Gas(6
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ou :
1 — 3sin%i sin? 6 sin 20 sin? i sin @ sin 2i
1 1 7 in 21 0
G — sin 26 sin? i —Z—isin2i+—sin2isin29 S o8t
1 0 sin % sin 27 cos 0 L i 2 Gin2isin2g
3 3 - —— 4 —sin®j + —sin“isin
sin 6 sin 27 1 YR 1
(1.2.73)
On reprend 'expression de I'accélération différentielle exprimée dans la base locale :
d*p ; i (1+ecosv)? . p(1+ecosv)!
— = |i-2)3————p V337
dt2 Bo a3 (1 . 62)3/2 a3 (1 _ 62)
1+ ecosv %(1+ecosy)d+268inu1)
$(1_62)3/2 2cosv+ (3+ecosv)e, Yy
— é
1—e2
1 2. .
L L2 (Osinisin +icos) 2| B
a’ (1-— 62)3/2
1 )2 . . 2
Tl a L dbecsy), (sinising +icosy) :
a® (1 — e2)?/?
3
1+ ecosv %(1+ecosy)d+2esinu1)
- gm 2cosv + (3+ecosv)e, .
B 1—e2 c
1 Mk ) . 2
— ﬁw—i—(QsinisinH—i—icosH) Y
@ (1)
- <Qsinz’sin9 + Qicosisin&—i—fcos@) z} S_'l)
+ [z +2 <Qsinisin9 +icos€) 7
. . [ (1 2
+ <Qsinisin9 —|—icos€> %%x
) 3 @ (1-e%) (1.2.74)
+ <Qsinisin9 + Qicosisin9+icosﬂ) Y
) . 2 ] —
- <Qsinz’sin9 —i—z‘cos@) z} Wi
On obtient finalement les équations dynamiques :
I 0 2nfy 0 T T Ay
ij = —2nfo 0  f? Ul +A |y |+ | ay (1.2.75)
Z 0 —2f1 O Z z a,
avec les notations :
n?f1(3 + ecosv) +n?J.Gu —nfa+ n?JeG1a nfofs+n*JeGis
Ay = nfs +n?J.Goy n2fi (e cosv) + f7 +n?J.Goo f5 + n2J.Gos
—nfofs+n?JeGsl —f5 +n?J.G3 fi—n*fi+n*J.Gs3

(1.2.76)
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2 5
e 1
s = on(Ha) (1) (1277)
1+ e cosv)?
folesv) = W (1.2.78)

(1+ e cosv)?

fl(e, V) = W (1279)
3
1+ ecosv — (1 ) i ;
fale,v) = % Qa( +ecosv)a+ (esmllj)y (1.2.80)
(1—¢e?) —(2cosv+ (3+ecosv)e)é
fa(Q,4,0) = (Qsinisinﬂ + 1 cos 9) (I.2.81)
3 . . .
(14 ecosv) 2—(1—|—ecosu)a—|—2(esmu)u
fale,v) = m _% cosv + (3+ecosv) e, (1.2.82)
1—e?
fs = (Q sinisin @ + Qi cosisin 6 + i cos 9) (1.2.83)

La représentation d’état est donnée par :

X(t) = As,(v) X(2) + By, ap(2) (12:84)
avec :
i 0 0
0 0
Az (v) = 0 0
2 a n?f1(3 + ecosv) +n?J.Gpy —nfo +n2J.G1a
nfs +n?J.Goy nf1 (e cosv) + f2 +n?J.Gao
i —nfofs+n*J.Gs —f5 + n?J.Gs:
0 1 0 0 7
0 0 1 0
0 0 0 1
1.2.85
nfofs+n?J.Gus 0 2nfo 0 ( )
f5 +n?J.Gag —2nfy 0 f}
fi=n*fi+n?JGss 0 —=2f1 0 |
0 0 0
0 0 O
0 0 O
By, (v) = 10 0 (1.2.86)
01 0
(00 1|

Il est & noter que ce modele est plus général et plus rigoureux que celui proposé dans [26] car on
considere que les deux satellites sont affectés par les perturbations dues au terme en Js.
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2.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons proposé une démarche systématique pour la synthese de mo-
deles d’état du mouvement relatif par les parametres cartésiens. La démarche suivie peut étre
appliquée pour toutes les perturbations et tous les types de trajectoires orbitales. Les principaux
modeles issus de la littérature peuvent étre retrouvés par une simple application des hypotheses
spécifiques au modele développé. La structure du modeéle permet une généralisation aisée et ri-
goureuse a certains cas non traités, ou faiblement étudiés dans la littérature, avec notamment
la prise en compte de certaines perturbations (frottement atmosphérique, attraction luni-solaire
...). Le chapitre suivant sera consacré au développement d’une transformation de variable utile
pour la synthése de matrices de transition par les méthodes hybrides. Une transformation non
linéaire est développée, puis linéarisée. Des éléments de comparaison basés sur des simulations
numériques sont donnés afin d’évaluer I'influence de la linéarisation.
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Chapitre 3

Transformations de variables d’état
du mouvement relatif
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3.1 Objectifs

La transformation des coordonnées cartésiennes locales en parametres orbitaux différentiels
est une étape fondamentale dans la construction directe des matrices de transition en parametres
cartésiens par les méthodes hybrides. Les transformations rencontrées dans la littérature sont
relativement récentes. Un certain nombre de points reste encore non traité ou rarement considéré.
On remarque notamment que :

— toutes les transformations sont linéaires. Ceci est, certes, important car le calcul des trans-

formations inverses est facilité. Cependant, la linéarisation induit des erreurs et des pertes
de précision. Aucune référence ne permet de quantifier cette erreur ;
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— les perturbations orbitales et la variation des éléments orbitaux ne sont traitées que tres
rarement. Les travaux existants sont valables pour la perturbation en .J5 seulement.

Nous proposons dans cette section une solution a ces limites par le biais d’une démarche syn-
thétique pour synthétiser ces transformations. Dans un premier temps, une relation de passage
non linéaire est développée. Cette transformation est linéarisée par la suite. Elle servira égale-
ment & établir des domaines de validité pour la transformation linéaire, en fonction des écarts
en parametres orbitaux. L’influence des perturbations sur la précision des transformations est
analysée a travers la comparaison avec une transformation issue de la littérature.

3.2 Développement d’une transformation non linéaire

Soient deux satellites M et Ma, ayant pour éléments orbitaux osculateurs Xog, et Xog,
respectivement, tels que :

XoE, = [ ap ep i Qp wr U ] k=1,2
Le but de cette section est d’établir une relation non linéaire de la forme :
t
[ T Y Z U Uy U ] = f(Xog,,0XoE) (1.3.1)

ou [ Ty z Uy vy U ] sont les composantes de la position et de la vitesse relatives de My
dans un repere local centré sur My et 0 Xpg est le vecteur des éléments orbitaux différentiels :

§Xor = Xop, — Xop, = [ da de 6 80 v v ] (1.3.2)

FiG. 3.1 — Représentations du mouvement orbital relatif




tel-00546293, version 1 - 14 Dec 2010

3.2. DEVELOPPEMENT D’UNE TRANSFORMATION NON LINEAIRE 83

Les vecteurs de position des deux satellites s’écrivent :

RN —_
OM; = nrnhk (1.3.3)
— — — —
OM; = (ri+z)Ri+ySi+zW1 (1.3.4)
= 1R, (L3.5)
2
ol ry = 7%(1 ) .
1+ ej, cos vy,
On en déduit :
— — — —
reRy = (r1+ )R +yS1+:W
— —
7“2(]12}]2) — 7
=y = 7r2(R2.5) (1.3.6)
— —
z = TQ(RQ.Wl)

e
Nous avons besoin d’exprimer les composantes de Ro, S o, Wo dans la base |

= =S = —1> e
ce faire, on écrit la matrice de passage de la base By = [Ro, So,Wa| & By =[R1, S 1, W]
T
B B B B B
Pg = PR Pg=(Pg) PE (1.3.7)

By étant la base inertielle.
La matrice de passage de cette base vers la base locale B; s’obtient a l'aide de trois rotations :

cosf); —sin)y 0 1 0 0 cosy —sinf; 0
Pgol = | sinQ; cos{y 0 0 cosiy —sinig sinfy; cosfy 0 (1.3.8)
0 0 1 0 sinz; cosiy 0 0 1
Cela donne :
cos 01 cos Q1 — sinfy cosiysin;  — (sin @y cos Q1 + cos Oy cosiy sin{)y) sin g sin iy
ng = cos 01 sin 21 + sin @y cosiqycos 2y  —sin @y sin )y + cos 61 cos i1 cos 21 —cos € siniy
sin 64 sin iy cos 01 sin 71 COoS 11
(1.3.9)
Identiquement a M7, on peut écrire cette matrice pour M :
cos 05 cos Qg — sin Oy cosigsin Qy  — (sin O3 cos Qo + cos O, cos s sin 9)  sin Oy sin iy
ng = cos 05 sin )9 + sin O cos i cos 29 — sin Oy sin g + cos O cos ig cos (29 —cos €9 sin iy
sin 69 sin i cos 05 sin iy COS 19
(1.3.10)
Sachant que :
) - = —
PE = | R 5 W (1.3.11)
on obtient :
— — 1 - = — ]
PE = [R5 W | | R 5 W (1.3.12)
— = = = — = -
Ry-Ry Sy Ry Wy Ry
— = = = = —
- R2 . Sl SQ . Sl WQ . Sl (1313)
e s e
Ry -Wy Sy Wy Wy W,y ]
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Cela implique :

- =
Ry Ry = (cosbycosy — sin Oy cosigsin €s) (cos 0 cos 2 — sin 0y cos iy sin )

+ (cos Oy sin Qy + sin O, cos iy cos Q) (cos Oy sin 2y + sin 6 cos i cos y)

+ sin @ sin 45 sin 0y sin 4, (1.3.14)
H % . . . . . .
Ry- S1 = —(cosbycosy — sin by cosis sin (2y) (sin 6y cos 0y + cos O cos iy sin €)y)
+ (cos 03 sin Qy + sin Oy cos iz cos €2y (— sin Oy sin 0 + cos b cos iy cos Q)
4+ sin @, sin i cos 0 sin 4, (1.3.15)
H % . . . . . .
So- Ry = —(sinfycosy + cos by cosisgsin (y) (cos by cos Q; — sin b cos iy sin §2y)
+ (—sin 6y sin 2y + cos 05 cos iy cos €2y) (cos 0 sin €2 + sin Oy cos iy cos ()
+ cos 05 sin 79 sin 0, sin 4, (1.3.16)
% H . . . . . .
So-S1 = (sinfycosQy + cos by cosissin Qy) (sin O cos g + cos Oy cos iy sin Q)
+ (—sin @y sin 2y + cos 05 cos iy cos () (— sin Oy sin y + cos Oy cos iy cos Q)
+ cos 05 sin 79 cos 0, sin 7 (1.3.17)
- —
Ro-W1 = (cosbycos y — sin by cosiysin (2y) sin € sin iq

— (cos By sin 2y + sin Oy cos 15 cos (2s) cos 2 sin iy
+ sin 05 Sin 79 COS 41 (1.3.18)

- =
So Wy = —(sinfycos s + cos by cosis sin 2y) sin {2y sin iy
— (—sin 6y sin Qy + cos 05 cos iy cos ) cos 2y sin iy
+ cos 0, sin i9 cOS 74 (1.3.19)
En utilisant ces résultats, et en considérant X,., = X,e, + 0 X,e, on peut écrire les coor-

données cartésiennes locales en position en fonction de X,., et 6 .X,. exclusivement a I’aide
de 'équation (1.3.6) :

as(1—¢€3) = ai(l —ef)

r = ————(Ry.Ry) —

14+ e c052y2
1 —
y = M@E) (1.3.20)
+ e COS2V2
1 —
.= elma) g

1+ ey cosvy

14+ e cosy
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En ce qui concerne la vitesse relative, on procede d’une maniere analogue.
Si l'on considere les relations suivantes :

dM, M.
ﬁ
Vi, = < o 2) (1.3.21)
B1
— — —
= UxR1+Uy51+UzW1 (1322)
dM, M. —_—
é
= ( dlt 2) + My My A Q2,5 (1.3.23)
Bo
dOM2 dOM1 e g
= — M, M Q 1.3.24
( di ) ( dt MM A By (1.3.24)
0 Bo
— — _ =
= Viro — Vmre + MiMy A Qp, s, (1.3.25)

La vitesse inertielle de chaque satellite M; dans sa base locale B; est donnée par :

— 1 1 . — —
Vory = ;\/ﬁ (ei siny; R; + (1 + e; cos ;) Si) (1.3.26)

La vitesse de rotation de la base locale de M; par rapport a la base inertielle est donnée
par :

) . [ (1 + e )
651./50 = (QZ sin 4; sin 6; + 4; cos Hi) }Z + %% VI_)/Z (1.3.27)

Chaque terme de (1.3.25) doit étre exprimé comme une fonction des éléments orbitaux de

M, et M, , dans la base locale de M;. M;M; a déja été considéré (voir x, y et z dans
(I.3.6)). On obtient donc :

1 (14 e cosy)’ =

ai (1 - e2)¥?

- . i (1 + e cos V1)2 —
+ z(lemzlsmﬁl—i-zlcosGl)—:L’ — T S
ai (1 —e2)Y

1

_ =
MMy A Qp g, =y 1

-y (Ql sin le sin 091 -+ ’il COS 091) Wl (1328)
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— . . , _— — — N . .
V My ro DUt étre exprimé dans [Ry, Si, Wi] a l'aide des relations :

— By 7
VM2/R081 P81 VM2/R052

Bo
TR

as /1 — €3
_r ot

az /1 — €3

Les dérivées des éléments orbit
/12 . . —
accélération perturbatrice 7 =

dQl_ \/1—6%

b CL2\/1—62<

(1.3.29)

— —
exsinvy Ry + (14 egcosin) 52) (1.3.30)

. —
ey 8inry Ro
ﬁ
+ (1 +egcos1n) S
%
+0 % W2

- = @ — —
RQ Rl SQ'RI WQ'RI
- = @ — —
RQ'Sl 52'51 WQ'Sl
—_ = = = = —
RQ'Wl SQ'Wl WQ'Wl

(1.3.31)
( - = - =] =
|:€QSiHV2R2'R1+(1+€2COSV2)SQ'Rl]Rl
- = — = | =
+[62sinV2R2-Sl+(1+egcosu2)52~51 Sy
g - — — g
+|:628iﬂ1/2R2'W1+(1+€2COSV2)SQ'Wl Wi

(1.3.32)

\

aux sont obtenues via les équations de Gauss, pour une
(R s ],

sin ((,()1 —+ Vl)

dt

diy
dt

On obtient finalement :

(1.3.33)

nya; (14 epcosyy)sinig

_ V1 — €2 cos (wy +11) (1.3.34)

nia; 1+ e cosyy

I 1+elcosyl

ay \/1—61
\/1—62

m 1 ) —  — - =
vy = —17 €9 SN /9 (RQ-Rl)+(1+€QCOSV2)(52'R1>)
/ _62
W ersinyy i (14 e; cos V1)2
611\/1—61 ai (1 —e2)¥?
- =
v, = GQW(GQSIHVQ(RQ S>+(1+GQCOSV2)(SQ'51)>

(1

(62 sin v, (]_%>2 . Wl) + (1 4 eg cos i) (?2 . Wl))

—y (Ql sin 4, sin 61 + 7 cos 81)

. M ]' ’
+ z (Ql sin iy sin 6y + 71 cos 91) - ﬁg( o 60831/21)
a —et)”

ou 'on rappelle que Xog,

= Xog, +0XoE.

(1.3.35)
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3.3 Linéarisation de la relation de passage

La transformation non linéaire développée peut étre écrite sous la forme :
t s
Xosw = [ T Y 2 Uy Uy U, } = U(Xog,11,N,0X0E) (1.3.36)
Le développement au premier ordre de cette fonction au voisinage 6 Xpgp — 0 mene a :

\I/(XOElailaQladXOE)LSXOEﬂO ~ \I/(XOEI,il,Ql,O)
+Vor¥Y(Xok,, 11, , 6 XoE)|sx0s—0 0 XoE
(1.3.37)

ol la matrice gradient VOE\II(XOEl,il, O, dXop) est donnée par :

r ov, ov, o0v, oV, 0U, 0¥, ]
Oa Oe ot o0 ow ov

ov, ov, ov, o9¥, ov, Y,
Oa Oe ot o0 ow ov

ov, o0v, 0¥, 0V, 0J¥, 0V,

. da Oe 0i [)9) ow ov
Vor¥Y(Xog,,11,1,0Xok) = (1.3.38)
oV, 0V, 0V, 0V, 0V, 0U,

Oa Oe ot o0 ow ov
ov,, Jv,, 0¥, v, v, IV,
Oa Oe ot o0 ow ov

ov,, o0v, ov, v, v, IV,
L Oa Oe ot o0 ow ov |

U(Xop,, i1, o 0) = 0 car le chasseur est confondu avec la cible dans ce cas (0 Xor =0).
On obtient alors les éléments de ¢ = VopV(Xog,, 11, 21, 0X0or)|sxop—0 :

2
P o v = 0

14+ eycosiy ) Yoy = 0
by = _a1(261 + (1 4+ e7) cosvy) Yys = 0

(1 + ey cosuy)? ar(1 — e?)

P13 = 0 oy = Thecoso cos i)
Y = 0 N ar(1 —ef)
P15 = 0 » + e cosiy
b = ai(1 —e?)sini, o = ar(1 — €2)

(14 ey cosvy)? 1+ e; cosiy
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y B _1 I e; sin v
Y1 = 0 AV NS YE

e =0 0 \/7 sin vy
_ g2 o = 4 B0
T (I —ef) sin 0, a (1— e2)3/2
1+ 611005 1/; bis = 0
gy = —M sin 77 cos 0, Py = 0
1+ e cosyy B
P35 = s = 0
_ B Jercosy
vas =0 Vs = ap (1 —e2)1/2
" 3 \/71 + €1 cos 1y
51 = ——| =m0
2\ it (= o — 0
by = v 3er + (2 +e?) cos vy Ve = 0
ap (1 —ef)?? Yoz — cos b + ecosw
Wsg = a1l —ep) ( €y sin i sin 6, ) in 6, B 7 Ve 1-e)
L+ ercosy Hircosy \/ESiHQ‘FGSiDW .
Yoy = ———————sin1
a

sy = /ﬂ&cosil (1—e2)l/2
ap (1 — e2)1/2 a(l —e?) < Qsinisin ) :
: cos i

fl1( 61) < Ql Sin 27 SIn 01 ) Sin iy cos 91 + ecosv —+1 cos

“1+ecosy +iy cos b a(l —e?) [ Qsinisind
Vs = " €1 sin vy Yos = _1+ecosy< +icosf )
T \/:1<1 —ef)/? a(l —e?) Qsinisind
Usg = —\/E& v = “1+ecosy < +4 cos f )
ap (1 —e2)1/2

3.4 Etude des domaines de validité

La comparaison entre les résultats obtenus a ’aide de la transformation linéaire et
les résultats obtenus a l'aide de la transformation non linéaire permet d’évaluer I'erreur
induite par la linéarisation. Pour ce faire, nous définissons deux indices d’erreur en position
et en vitesse relative :

e- —
|y — Ry
- —

| Ryl

== —
Ve — Vi

—
Vel

E, = (1.3.39)
(1.3.40)

ou :
— FE, et E, sont les indices d’erreur en position et en vitesse respectivement ;
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— —
— Ry et Ry sont les vecteurs de position relative obtenus a ’aide des transformations
non linéaire et linéaire respectivement ;

— —
— Vi and V7, sont les vecteurs de vitesse relative obtenus a 'aide des transformations
non linéaire et linéaire respectivement.

M, (position estimée)

M, (position réelle)

Or

Fic. 3.2 — Indices de I'erreur de linéarisation en position et vitesse relatives
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3.4.1 Influence des écarts en demi-grand axe

Dans cette comparaison, nous analysons 'influence des variations des demi-grands axes
des deux satellites suivant le tableau 3.1. Les commentaires et remarques sont donnés a
Iissue de toutes les comparaisons.

a e i Q w v
Cible | a € [R.+ 10000 km, R, + 11637km] | 0.1 | w/4 | /5 | /6 | w/7
Chasseur | a € [R, + 10000 km, R, + 11637 km| | 0.1 | w/4 | n/5 | ©/6 | ©/7

TAB. 3.1 — Configuration orbitale pour les écarts en demi-grand axe

Les résultats sont reportés sur les figures 3.3, 3.4.

.
~
N

174

1.0339%e-14

172

Gehasseur
Qchasseur
i
o
N

P
~
.
~

6.2035e-15

o>
Q!

. 4 . .
1.64 1.66 1.68 17 172 174 176 1.78 18 1.64 1.66 1.68 1.7 1.72 1.74 1.76 1.78 1.8

Acible x 10" Acible x 10"

F1c. 3.3 — Indice d’erreur en position F1c. 3.4 — Indice d’erreur en vitesse
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3.4.2 Influence des écarts en excentricité

Dans cette comparaison, nous analysons I'influence des variations des excentricités des
deux satellites suivant le tableau 3.2

a e 1 Q w v
Cible | R. + 10000km | e €0, 0.9] | 7/4 | /5 | 7/6 | 7/7
Chasseur | R, + 10000km | e € [0,0.9] | w/4 | /5 | /6 | ©/7

TAB. 3.2 — Configuration orbitale pour les écarts en excentricité

Les résultats sont reportés sur les figures 3.5, 3.6.

o
©

o
0

e
3

o
o

o
w
T
o
n

o
kN
T

0.4

€chasseur
€chasseur

o
w
T

o
N

o
-

0

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
Ccible

F1c. 3.5 — Indice d’erreur en position F1G. 3.6 — Indice d’erreur en vitesse
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3.4.3 Effets des écarts en inclinaison

Dans cette comparaison, nous analysons I'influence des variations des inclinaisons des
deux satellites suivant le tableau 3.3.

a e i Q w v
Cible | R.+10000km | 0.1 | i€ [0,7/4] | n/5 | ©/6 | 7/7
Chasseur | R, + 10000km | 0.1 | i € [0,7/4] | ©/5 | ©/6 | ©/7

TaB. 3.3 — Configuration orbitale pour les écarts en inclinaison

Les résultats sont reportés sur les figures 3.7, 3.8.

o
3

0.4 0.

S

3

)

5

w

IS}

=

)
TS

0.1 0.2 0.3 . 04 0.5 0.6 0.7 0.1 0.2 0.3 . 04 0.5 0.6 0.7
Leible Leible

F1c. 3.7 — Indice d’erreur en position F1G. 3.8 — Indice d’erreur en vitesse
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3.4.4 Influence des écarts en (2

Dans cette comparaison, nous analysons I'influence des variations des angles d’ascen-
sion directe des noeuds ascendant des deux satellites suivant le tableau 3.4.

a e 1 Q w v
Cible | R. + 10000 km | 0.1 | 7/4 | Q€ [0,7/4] | 7/6 | 7/7
Chasseur | R, + 10000km | 0.1 | /4 | Q € [0,7/4] | ©/6 | 7/7

TAB. 3.4 — Configuration orbitale pour les écarts en €2

Les résultats sont reportés sur les figure 3.9, 3.10.

0.7F

0.6

o
2

o

wn
N

o
IS

Qchasseur
Qchasseur

o f . / i
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7

Qcible Qciblc

F1c. 3.9 — Indice d’erreur en position F1G. 3.10 — Indice d’erreur en vitesse




tel-00546293, version 1 - 14 Dec 2010

94 3. TRANSFORMATIONS DE VARIABLES D’ETAT DU MOUVEMENT RELATIF

3.4.5 Influence des écarts en arguments de périgée

Dans cette comparaison, nous analysons 'influence des variations des arguments de
périgée des deux satellites suivant le tableau 3.5.

a e l Q w v
Cible | R, + 10000km | 0.1 | n/4 | /5 | w € [0,7/4] | ©/T
Chasseur | R, + 10000km | 0.1 | 7/4 | /5 | w € [0,7/4] | ©/7

TAB. 3.5 — Configuration orbitale pour les écarts en w

Les résultats sont reportés sur les figures 3.11, 3.12.
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WChasseur
WChasseur

=]
w
o
w

0 4 i K 4 ;
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7
WReference WRe ference

Fi1G. 3.11 — Indice d’erreur en position F1c. 3.12 — Indice d’erreur en vitesse
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3.4.6 Influence des écarts en anomalie vraie

Dans cette comparaison, nous analysons I'influence des variations de ’anomalie vraie
pour les deux satellites suivant le tableau 3.6.

a e 7 Q w v
Cible | R.+10000km | 0.1 | w/4 | /5 | 7/6 | v € [0,7/4]
Chasseur | R, + 10000km | 0.1 | 7/4 | 7/5 | ©/6 | v € [0,7/4]

TAB. 3.6 — Configuration orbitale pour les écarts en anomalie vraie

Les résultats sont reportés sur les figures 3.13, 3.14.
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F1G. 3.13 — Indice d’erreur en position F1c. 3.14 — Indice d’erreur en vitesse
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3.4.7 Commentaires

Les figures données permettent de fixer un domaine de validité par rapport aux écarts
en éléments orbitaux. Les lignes de niveau délimitent des zones ou l'erreur est inférieure
a une certaine valeur.

L’influence des écarts differe pour chaque élément orbital considéré. Les écarts en demi-
grand aze n’affectent pas la précision sur la position relative. Ceci est du a la relation
linéaire entre da et [x,y,z]. L'influence reste faible quant & la précision sur la vitesse
relative.

L’excentricité affecte plus sensiblement la vitesse relative. En fonction de e, ’écart
assurant une précision inférieure a 5% est de 'ordre de de ~ 0.1.

La précision sous l'effet des écarts en parametres angulaires (i, ), w, v) varie d'une
maniere quasi linéaire. Les domaines de validité sont plus ou moins grands en fonction
des éléments orbitaux concernés.

3.5 Etude de l'effet des perturbations

Les relations de passage développées dans la littérature ne font pas intervenir la va-
riation des éléments orbitaux sous l'effet des perturbations. Nous avons comparé l'indice
d’erreur en vitesse de la transformation linéaire proposée avec l'indice d’erreur de la rela-
tion développée par Garrison dans [25]. L’environnement orbital choisi est défini dans le
tableau 3.7 et la seule perturbation considérée est I'aplatissement des poles. La configura-
tion orbitale choisie vise a maximiser 'effet de la perturbation. Il s’agit d’'un décalage sur
les parametres i, Q et v d’'une valeur de 1deg et de 10~* sur le parametre e. L’inclinaison
des deux satellites varie entre 0 et 90 degrés.

a e 1 Q w v
Cible | R. 4+ 1800 km 0.3 i €1[0,90] deg 45deg | 0 | 72deg
Chasseur | R, +1800km | 0.3 +1x 107* | i € [0,90] deg — 1 deg | 44deg | 0 | 71 deg

TAB. 3.7 — Configuration orbitale pour I’évaluation de l'effet des perturbations

Les résultats sont représentés sur la figure 3.15.




tel-00546293, version 1 - 14 Dec 2010

3.5. ETUDE DE L’EFFET DES PERTURBATIONS 97

0030 T T T T T T T
© — Garrison [25]
7
é’ 0.025 | Transformation linéaire E
>
g
)
—
0020 F
P
=
K
o]
g
= 0.015
==
=
0.010 1 1 1 1 1 1 1

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4 1.6
Inclinaison de la cible

Fic. 3.15 — Comparaison des indices d’erreur en vitesse

Meéme si le gain en précision semble faible, il est relativisé au fait qu’il existe d’autres
perturbations orbitales dont 'influence peut étre plus sensible sur les éléments orbitaux.
On peut citer notamment le frottement atmosphérique qui est prépondérant pour les
altitudes au dessous de 800 km. Ce type de perturbations peut étre pris en compte dans
les relations présentées précédemment, mais il n’existe pas d’élément de comparaison dans
la littérature.

Une autre transformation développée dans la littérature est celle de Casotto [16], on
une transformation linéaire permettant d’évaluer la relation entre les décalages sur les
éléments orbitaux et la position/vitesse inertielles d’'un satellite solitaire est proposée.

Soit le vecteur des position/vitesse inertielles X = { " } . Ce vecteur peut étre
1JK
exprimé dans les bases RSW et PQW moyennant des opérations rotations :
TrgKk — P(i,w, Q)TPQW (1341)
rpow = Rg(—l/)TRSW (1342)
ou P(i,w, Q) et R3(v) sont des matrices de rotation définies par :
cos{lcosw —sin2sinwcosi —cos{)sinw —sin{2coswcost  sin{)sine
P(i,w,Q) = |sinQcosw+ cosQsinwcosi —sin{cosw + cosQsinwcosi — cos2sini
sin w sin¢ coswsin g cos 1
(1.3.43)

cosv sinv 0

R3(v) = | —sinv cosv 0 (1.3.44)

0 0 1
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Ces rotations sont appliquées au vecteur vitesse également. L’auteur propose un dévelop-
pement au premier ordre de X i pour de petites variations des éléments orbitaux.

X
6Xix = a;KCSXOG (1.3.45)

A T’aide des matrices de rotation citées plus haut, on parvient a écrire drpsw = [0x, oy, 02]*
et dvpsw = [dv,, duy, 0v,]" comme des fonctions des écarts sur les éléments orbitaux :

or = Céa —adecosv + LéM sin v

a V1—e?

1 N
by = a< T T)(56S1HV—|—%5M—|—T((SM+5QCOS@)
0z = 71 (disinay, — 0Qsinicos ay,)
' 3
nasiny /e a na
v, = m (2—5(1 + —56) - —25M
a1 — &2
———— (0w + 002 cos 1)
,
1— 2
dv, = m ¢ ;r_C(;SzV 2: da + e (0w + 92 cos i) sin y)
v, = ((cos @ + ecosw)di + sini(sin O + e sinw)ds?)

i@

(1.3.46)

Cette transformation n’a pas été considérée dans les comparaisons présentées précédem-
ment. La raison est liée a la nature des variables relatives étudiées, en particulier les
composantes de vitesse relative. Pour la transformation de Garrison, ainsi que celle déve-
loppée dans ce chapitre, I'intéret est porté sur les composantes de la vitesse locale dans le
repére local centré sur la cible. Casotto s’intéresse cependant a la différence des vitesses
absolues dans le repere local centré sur la cible. La comparaison des composantes de vi-
tesse ne peut avoir de sens dans ce cas. Les relations obtenues pour la position relative
sont équivalentes a celles de Garrison [25].
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Chapitre 4

Outils de simulation du mouvement
orbital
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4.1 Objectifs

Une bibliotheque Simulink(®) a été développée pour les besoins de la these. Les modeles
et les algorithmes présentés tout au long de ce document y sont codés sous forme de blocs
et de fonctions Matlab. Un bloc de simulation non linéaire du mouvement orbital en fait
partie. Il s’agit du bloc satellite orbital model.

Dans cette section, une présentation détaillée du bloc satellite orbital model est don-
née. Il s’agit de citer les équations dynamiques de base ainsi que le mode d’emploi du
simulateur. Des tests de validation sont ensuite effectués. Ils portent sur les différentes
configurations dans lesquelles le simulateur peut fonctionner, 'objectif étant de démontrer
la fiabilité de ce simulateur en tant qu'un outil de validation.
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4.2 Simulateur non linéaire du mouvement orbital

Satellite_orbite_model
equinoctial_Orbital elements
wersionl

Fic. 4.1 — Modele non linéaire du mouvement orbital

Ce simulateur a pour fonction de calculer la variation au cours du temps des éléments
orbitaux d’un satellite évoluant dans le champ gravitationnel de la Terre, sous l'effet de
certaines perturbations qu’il peut subir au cours de sa révolution.

Il permet également de déterminer 1’évolution temporelle de la position et de la vitesse
du satellite dans le repere inertiel.

Le noyau du simulateur est un intégrateur des équations de Gauss, écrites sous une forme
non singuliere qui permet de couvrir toutes les excentricités e € [0,1 — €] et inclinaisons
i € [0, 7 — ¢], il fonctionne selon le schéma représenté sur la figure 4.2.

U_cmd

J+2 H ‘ doe oe(t)
(au choix) “ GAU SS ‘ dt

+
Atm_drag
(au choix)

Eléments équinoxiaux
Elemq_ents _ oe(t)
Perturbations classigues

Coordonnées  R(t)
cartésiennes| V(t)

J2000

Fic. 4.2 — Noyau du simulateur
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Rappelons que les équations de GAUSS | dans la version classique, s’expriment ainsi

— — —
[6] dans la base (R, S, W) :

d 2
e [ay, esiny + (1 + ecosv)a,]

dt nyv1 — e?
de \/1—62|: ) < e+cosy) ]
= ——— |GpSinV+ {COSV + ——— | Qg

E na 1+ ecosv
di rcosf

N — _—

dt na2y/1—¢e2 "

ds? rsinf

— Qa
. YW
dt na? vV 1—e2sini

dw V1—e? e i rsin av cos i
— = — |—a,,cosv ——————sinv | a, | — a
dt nae R 1+ ecosv 1 pa2y1 — eZsing "
dv (l4ecosv)® V1—¢? 2+ ecosv
a " (1 —e2)3/2 T gl [V T 1+ecosp ™
(1.4.1)
avec :

— la, e, i, Q, w, V] sont les éléments orbitaux classiques;

a(l — e?
—r= Q est le module du vecteur position ;

1+ ecosv

— 0 = v + w est la position sur orbite (PSO);
- [a_@ ) Qs -, ] sont les composantes de l'accélération perturbatrice dans la base
(R, S, W).

Un certain nombre de termes de ces équations présente des singularités pour e = 0 ou
1 = 0, d’ot1 la nécessité d’utiliser une transformation afin que les équations soient utilisables
dans toutes les configurations orbitales.
On trouve dans la littérature plusieurs transformations permettant de contourner ces
singularités. Notre choix s’est porté sur les éléments orbitaux non singuliers équinoxiaux
(en version modifiée) qui présentent 1’avantage d’étre définis pour toutes les configurations
possibles. On trouve la définition des parametres équinoxiaux dans [57] :

p = a(l—e¢?

f = ecos(Q+w)

g = esin(Q+w)

h = tan%cosQ (14.2)
k= tan % sin (2

L = Q+w+v

Dans ce qui suit, nous allons adopter la notation suivante :
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Xop.=[a e i Q w y]t

Xog,=|p f g h k L]

Notons que la transformation donnée par I’équation (II1.B.6) est définie pour toutes les
valeurs des éléments orbitaux classiques utilisées. La transformation inverse est donnée
par :

(14.3)

I
1—f2_ g2

e = +/f2+ g2

i = 2tan"'vh2+ k2

.k
Q = tan~'y (1.4.4)
h
w = tan! % — tan™! T
v = L—tan 'Y
f
Les équations de la dynamique sont données par [57], [43] :
dX,
7(;? — Aa, +B (1.4.5)

—_ = —
— 1 2 . . s . . ,
a étant la somme des accélérations perturbatrices extérieures exprimées dans (R, S, W),
avec :

2
0  [p
w '\ p

1
\/gsin[, \/?_(( +1)cosL + f) —
I i
—\/zcosL \/E—((w+1)sinL +9) i(hsinL—kcosL)
pu o w w
A — 2 L
0 0 p s”cos
W 2w
0 0 \/ESZSinL
o 2w

1
0 0 —\/?(hsinL— kcos L)
L wy p d

0

(hsin L — kcos L)

SRS
g <

(L.4.6
w? !
B=100000 p—z\/@] (L4.7)
avec 5 ) 5
s° = 1+h*+k (1.4.8)

= 14 fcosL + gsin L
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Le passage vers les coordonnées cartésiennes inertielles s’opere wvia les relations suivantes
[11] :

[ %(COSL+Q2COSL+2hkSinL) |
s
OrM = %(sinL—aQSinL+2hkcosL)
s
2
—z(hsinL—kcosL)
) 5 } (I.4.9)
_ 1 -
—2\/EsmL+a281nL—2hk:cosL+g—2fhk‘+oz29)
D
- 1 ,u
174 = = E—cosLjLa cos L +2hksin L — f+2ghk + a*f)
32 p(hcosL+ksmL+fh+gk)
avec :
Lo
v (1.4.10)
a? = h?—k?

Les perturbations de nature différente sont prises en compte en exprimant les accélé-
— — —
rations qu’elles engendrent dans (R, S, W) :

1. Aplatissement des poles (Jy) : 'accélération perturbatrice est donnée par :

[ 3 {1_12(hsinL—kcosL)2]

2 (1+ h2+k2)?
. pJo R (hsin L — kcos L)(hcos L + ksin L)
. = — 12 11 — [4.11
sz r [ (14 h% + k2)? ( )

hsin L — kcos L)(1 — h? — k?
61—
I (1+ h? + k2)2

Pour trouver cette expression, on utilise la relation donnée dans [6] - page 28 :

1 — 3sin®isin® @
3 R2 1y
Zeal"2 | 9 6in2isin 6 cos 0 (I.4.12)
2 cosisin  cos 6

On remplace ensuite les éléments classiques par leurs expressions (équation (1.4.4))
et la simplification donne 'expression (1.4.11).
* Astuce : on montre d’abord, en se basant sur I’équation (1.4.4), que :

h* + k?

. 2 .
Ssin-1?1 = 4m (1413)
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hsin L — k cos L)?

o, Ll
sin“d = 3 e

(1.4.14)

2. Frottement atmosphérique : 'accélération perturbatrice est donnée par :

_ \/g(fsinL—gcosL) -

o 1 K ‘ 2 1 2
ag = —§pSCd\/;\/1 +2(gsinL+ fcosL)+ f2+g \/E(l + feos L+ g sink)
p
i 0
(1.4.15)
En se basant sur I’équation (1.62) de [6], page 29 :
1pSC
i = -2y, (1.4.16)
2 m
— — —
on peut écrire dans [R, S, W] que
V,
1 pSC !
i, = —-22y | v (1.4.17)
2 m
0
— —
V' étant le module du vecteur vitesse et V., Vy ses composantes dans le plan [R, S'].
On a:
2
vV - pu(l+2ecosv + e*) (1.4.18)
a(l —e?)
Cette expression s’écrit en fonction des éléments orbitaux :
: 2 2
vV o= \/,u(1+2(gsmL+fcosL)+f +9%) (1.4.19)
p

Il reste a établir les expression de V,. et Vi.

On peut écrire :
pa /1 —e?siny

v, = o /5
r 14 ecosv
(1.4.20)
V. — ﬂm cosv +e
r 1+ecosv
a(l —e?) .
En remplacant dans (1.4.20), avec r = ————= | on obtient :
1+ ecosv
V., = —\/Esiny
a
(I.4.21)

Ve = \/g(l + cosv)
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On peut alors écrire que :

sinv = sin(v+Q+w)

fsin L —gcos L

= cos(v+ Q4+ w)sin(2+w) —sin(v + Q 4+ w) cos( + w) =
e

fcos L+ gsin L

De méme, on montre que cosv = . 11 suffit de remplacer cosv et

e
sin v par leur expressions dans (1.4.21) pour retrouver les équations du frottement
atmosphérique (1.4.15).

4.3 Tests de Validation

4.3.1 Mouvement képlérien

Dans cette section, on met en évidence la capacité du simulateur a reproduire le
mouvement orbital dans des situations orbitales diverses, présentant éventuellement des
singularités, par rapport a l'excentricité et l'inclinaison, et ceci en 'absence de toute
perturbation orbitale. Pour cela, on choisit les configurations définies dans le tableau 4.1 :

Configurations 1 2 3 4 5
a (demi grand axe) -m- 1.10" | 1.10" | 1.10" | 1.107 | 1.107
e (excentricité) 0 [0.0001| O 0.95 | 0.80
i (inclinaison) -rad- 0 0 7/3 | w/6 | 7/2
(0 (RAAN) -rad- 0 0 0 | 0 | o
w (argument du périgée) -rad- | 0 0 0 0 0

TAB. 4.1 — Configurations orbitales pour les tests en mouvement képlérien

Les configurations 1-3 sont circulaires ; les configurations 1-2-5 sont équatoriales; la
configuration 4 est un cas quelconque. Les combinaisons retenue permettent de tester les
différents cas de fonctionnement du simulateur.

On s’intéresse dans un premier temps a 1’évolution des coordonnées cartésiennes sur
une période (9952 s) en I'absence de perturbation. Cela permet de vérifier si le simulateur,
dans les conditions singulieres, ne diverge pas.

Ensuite, on calcule I’évolution des éléments orbitaux au cours du test, qui devrait étre

nulle, mis a part la variation de v, car aucune perturbation n’affecte le systeme.

Enfin les résultats obtenus sont comparés aux sorties d’un double intégrateur des équations

de la dynamique newtonienne selon 1’équation :
N “
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Ce dernier test est censé apporter plus de crédibilité aux résultats, en négligeant les
erreurs numériques induites par la double intégration. Concernant les éléments orbitaux,
leur variation observée est nulle, mis a part celle de I’'anomalie vraie qui est égale a 27
dans tous les cas.

Le test comparatif avec le double intégrateur a donné les résultats répertoriés dans le
tableau 4.2. Signalons que le pas d’intégration a été diminué afin d’éviter les erreurs
numeériques dues a la double intégration. A travers ces simulations, nous avons pu établir

Configurations 1 2 3 4 5
AOT M
max(———) (m) | 310713 { 210712 | 510712 | 11071 | 510~
ge
maX(T) (m/s) | 2107231071 | 51071t | 8107 | 5107°

TAB. 4.2 — Résultat de comparaison avec un double intégrateur apres une période orbitale
avec AOrM : différence en position, AV différence en vitesse.

que le simulateur fonctionne dans toutes les configurations orbitales képlériennes usuelles,
meémes celles présentant des singularités, tout en gardant une bonne précision.

4.3.2 Aplatissement des poles

Dans cette partie, nous validons le comportement du simulateur vis-a-vis de la per-
turbation engendrée par ’aplatissement des poles. Pour cela, on se base sur les équations
exprimant la variation moyenne des éléments orbitaux sous 'effet de Jo [50].

. 37y 2 i

Q = _W—EZ)Q COS 1 (1423)
. 3nJoR? 5 . -
L= o 201 63)2 <§ sin®7 — 2) (1.4.24)

3 R\> [p3cos?i—1
= 2, (—) VT (14.25)

La variation moyenne des autres éléments est nulle.

Pour ce test, on choisit les configurations répertoriées dans le tableau 4.3.

La configuration dite '"MOLNIYA’ est utilisée par des satellites russes portant le méme
nom. Elle est caractérisée par une variation moyenne nulle de w, angle de saturation
d’apogée. En pratique, elle est elliptique (voir fortement elliptique), inclinée a i = 63, 4°,
permettant aux satellites d’imagerie de couvrir tout le territoire russe, sans avoir a faire
des corrections cotiteuses de la position de 'apogée.

La configuration héliosynchrone est utilisée pour les satellites d’observation et d’imagerie.
Elle est caractérisée par un choix des différents éléments orbitaux tel que 2 = Qyepre/soeit-
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Configuration 1 2 (Molniya) | 3 (héliosynchrone+ elliptique)
a 1.107 1.107 1.107
e 0 0.01 0.2
i 7/6 | sin™*(2/v/5) 1.8814
Q /5 /5 /5
w /2 /2 /2
2 /6 /6 /6

TAB. 4.3 — Configurations pour les tests avec prise en compte de I'aplatissement des poles

Concretement ce choix fait que le satellite passe au dessus d’'un méme point terrestre a la
meéme heure, et donc dans les mémes conditions d’ensoleillement.

Pour chaque configuration, on calcule la variation moyenne des parametres orbitaux sur
3 périodes, et on compare avec la valeur prédite théoriquement.

Les résultats sont portés sur le tableau 4.4. Les résultats valident 'utilisation du simu-

1- Variation moyenne de 1’élément (2

Configuration 1 2 (Molniya) | 3 (héliosynchrone+ elliptique)
chwmque —3.61011077 | —1.8646 107 1.3824 1077
Qsimutation | —3.61711077 | —1.8630 1077 1.3769107

2- Variation moyenne de ’élément w

Configuration | 1

2 (Molniya)

3 (héliosynchrone+ elliptique)

(Dtheorique n/a

0

—1.206010°°

@simulation n/a

5.416110~*2

—1.193310°"7

TAB. 4.4 — Résultat des tests avec prise en compte de 'aplatissement des poles

lateur dans les orbites perturbées par ’aplatissement des poles, du moins vis-a-vis de la
variation moyenne (séculaire) des parametres orbitaux. En ce qui concerne la validation
de la variation périodique, il serait nécessaire d’imaginer un autre moyen de validation.

4.3.3 Frottement atmosphérique

Dans cette partie est validé le comportement du simulateur par rapport au frottement
atmosphérique, en mesurant 1’évolution sur une période T' des parametres suivants :

1. demi-grand-axe;
2. vitesse;

3. période orbitale.
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Concernant le demi-grand-axe, on a d’apres les équations de GAUSS [6] :

da S , [a® S
a T T YN

Si l'orbite est faiblement excentrique on peut écrire
V=an

ol n est le mouvement moyen.

On obtient donc :
da

dt

Sur une période d’évolution, on a :

S
= —pCyla n)QnM

S
Aa = —pCyla n)QnMT

2m
Sachant que T'= —, on aboutit a :
n

Aa =27 pCya®—
(1.4.26)

Concernant V', on a :
V=an=a % = \/E
\ a a

v

S
-~ B 2
AV = 5 ( 2w pCha M)

A partir de Aa, on déduit :

Soit :

S
AV = 27rpVCdaM
(1.4.27)

Concernant la variation de la période :
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donc : 9
AT = -ZAn
n
avec : A A
W 3 [ pAa 3 Aa
= — A = —— _—— = ——nN—
" \V a3 e 2V a® a 2"
On obtient : 5 A
a
V= An — 22
an = An 5V 3
D’ou ar A
AT = Zy=2
n? a
En remplagant Aa par son expression (1.4.26) :
672 S
AT = ——VpCy—
nz PR

Finalement :

2

— en2pc, S
AT = —67 pC’dV i (1.4.28)

Les quantités calculées précédemment sont évaluées avec le simulateur dans les conditions
citées dans le tableau 4.3.3.

v 7

/6

Parametre a e Cqyl S |Q
Valeur 7007137 m | 7.1355107° | 2 [ 2m? | O

ol €
o

TAB. 4.5 — Configuration des tests avec prise en compte du frottement atmosphérique

La simulation est effectuée sur 6000 s avec un pas d’échantillonnage d’une seconde.

Elément | Résultat analytique | Résultat simulateur
Aa —0.2102m —0.2169m
AV 1.1310.10~* m/s 1.0917.10~* m/s

TAB. 4.6 — Résultats des tests avec prise en compte du frottement atmosphérique

Les erreurs relatives constatées sont de 'ordre de 3% pour le demi grand axe, et de 3.4%
pour la vitesse. Les résultats obtenus sont globalement satisfaisant quant a la fiabilité du
simulateur sous l'effet du frottement atmosphérique. Le modele de I’atmosphere utilisé est
approximatif, et doit étre amélioré afin d’apporter plus de réalisme au simulateur.
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Conclusions de la premiere partie

Dans cette partie, nous avons considéré la modélisation du mouvement relatif des sa-
tellites en vue d’applications en guidage. Une étude bibliographique retracant 1'historique
des travaux relatifs a cette thématique a été proposée en premier lieu. Nous avons donné
une classification basée sur les techniques utilisées pour 1’élaboration de modeles, ainsi
que sur les environnements orbitaux considérés. Un certain nombre de contributions a été
détaillé ensuite. Ces contributions visent a améliorer certains aspects parfois négligés dans
la littérature et mis en lumiere lors de I’'étude de I'état de I’art.

Une méthodologie de synthese de modeles a été proposée. Elle permet de suivre une
démarche rigoureuse et générale pour l'obtention de modeles d’état. Les résultats issus
de la littérature peuvent étre retrouvés par une simple application des hypotheses corres-
pondantes. Des perturbations orbitales quelconques peuvent étre intégrées d’une maniere
directe.

Une transformation non linéaire, et son homologue linéaire, des différences des éléments
orbitaux en parametres cartésiens relatifs ont été proposées. La transformation non linéaire
permet également d’établir des domaines de validité de la linéarisation. Nous avons pu,
ainsi, tracer ces domaines de validité en fonction des écarts en éléments orbitaux et évaluer
Ieffet des perturbations orbitales.

Un propagateur orbital a été élaboré pour servir d’environnement de simulation pour
les aspects de validation numérique. Le comportement du simulateur a été validé en envi-
ronnement képlérien et perturbé par le frottement atmosphérique et I'aplatissement des
poles.

La deuxieme partie de la these est consacrée a la synthese d’algorithmes de guidage
autonome pour le rendez-vous orbital. Certains modeles présentés dans cette partie seront
ainsi utilisés dans le cadre des algorithmes de guidage qui seront synthétisés.
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Deuxieme partie

Probleme du rendez-vous orbital
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Introduction

Dans ce second volet de la these, 'intérét est porté sur la résolution du probleme de
rendez-vous orbital. Les problemes considérés sont de nature impulsionnelle, a temps fixé,
de dynamique linéaire et a consommation minimale de carburant. Rappelons les deux
formulations du probleme, données en introduction générale :

— formulation différentielle :

Jo (&, Avy, B(t), ti, N) = min J.

Av;,B(ti),ti, N

N

B(t)> " B(t:) Avid(t — t;)

i=1

Ba(t:) + Bo(t) + B2(t) =1 ,Vi=1,--- N

Sous

X)) = AW)X(t)
+

\Il(tlvx(tl)vtva@f)vf) =0

0<Av< Ay, <Av ,Vi=1,---,N
(I1.1)
— formulation algébrique
J* 7Ai7 t,ti,N - i J*
(& Avi, f(t). 15, N) = | min

X(ty) = @ty t1)X(t)

+ Z (I)(tfa tz)B(tz)ﬁ(tz)sz

Sous

Ga(t:) + B(t:) + 02(t;) =1 ,Vi=1,--- N
\I/(tlaX(tl)vtva(tf)ag) =0

0<Av< Ay, <Av ,Vi=1,---,N
(I1.2)
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avec :
— & @ parametres définissant le probleme traité;
— Aw; : amplitude de la i*™ impulsion ;
- ﬁ( ;) : direction de la i*™¢ impulsion ;
— t; : date d’application de la i impulsion ;
- J* . critere de consommation J; ou Js;
— X : vecteur d’état du mouvement relatif issu de la navigation relative;
— WU : conditions aux bouts;
— N : nombre d’impulsions.
Les criteres de consommation sont donnés par :

ZHAV Mo = D\ AV2() + AV (L) + AV2(t)

1=

(11.3)
- Z\/Av (B2(t:) + B2(t:) + B2(t; ZA@Z
ou Av = [ Avy -+ Avy }t € R est le vecteur qui contient les amplitudes des impul-
sions appliquées aux dates t;,¢ =1,..., N.
N
Z AV = D (AVL(#)] + AV, ()] + |AVL(E:)])
i=1
(I1.4)

= ZA% 1Ba(t)] + 18, ()] + 1B (8:) ZA%

ot alt) = (1B.(8)] +18,()] + |B.0]) et AV = [ AV(t)! -~ AV(ty)' |' € RO,

Les travaux présentés tout au long de cette partie sont basés principalement sur la
formulation (I1.2), fondée sur la connaissance de la matrice de transition directe du mou-
vement. Cette formulation offre I’avantage de fournir des solutions pouvant étre exploitées
immédiatement, sans nécessiter une intégration préalable, analytique ou numérique. Ceci
constitue un atout important quant a ’embarcabilité des algorithmes synthétisés.

Le probleme (I1.2) est un probleme d’optimisation paramétrique sous contraintes qui peut
étre approché de diverses manieres. Les principales difficultés de résolution sont engendrées
par les variables t; et N. Le nombre d’impulsions N intervient d’'une maniere implicite a
travers le nombre de variables du probleme. Peu de résultats présentés dans la littérature
permettent de fixer le nombre d’impulsions nécessaires afin d’aboutir a une solution a
cout minimal. Dans [59], Neustadt montre que le nombre d’impulsions conduisant a une
consommation minimale est au plus égal au nombre de parametres fixés a la fin du rendez-
vous ts. Un rendez-vous a N* conditions finales en position et vitesse relatives requiert
au maximum N* impulsions pour une solution a consommation minimale. Au dela de N*
impulsions, aucune amélioration supplémentaire ne peut étre apportée au cotit. La nature
du probleme implique également que deux impulsions sont nécessaires au minimum pour
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réaliser la manceuvre.

La prise en compte des dates d’application des impulsions dans le probleme d’optimisa-
tion induit d’autres difficultés. Ces dates interviennent d’une maniere implicite, a travers
les matrices de transition qui, comme nous avons pu le voir dans la premiere partie de
la these, peuvent étre de grande complexité. Ainsi, des techniques de simplification du
probleme doivent étre employées, afin de rendre le probleme solvable analytiquement et
numériquement. Les simplifications opérées sont liées a la méthode de résolution utilisée,
qu’elle soit directe ou indirecte.

La classe des méthodes directes [11, 13] réunit l'ensemble des techniques de résolu-
tion de problemes de commande optimale par paramétrisation des variables du systeme
et discrétisation des contraintes. Dans ces méthodes, 'optimalité de la solution par rap-
port au probleme paramétré et discrétisé, est assurée par les outils de programmation
linéaire et non linéaire utilisés lors de la résolution. Les méthodes indirectes [79] basent
I'optimalité de leurs résultats sur les outils la théorie de la commande optimale, tels que
le principe de Pontryagin pour la formulation d’'un probleme aux deux bouts a travers
I’écriture des conditions nécessaires d’optimalité. La complexité de ces méthodes réduit
leurs champs d’application et donne un certain avantage pratique aux méthodes directes.
D’autres techniques de résolution du rendez-vous existent a coté des deux classes citées.
Il s’agit de méthodes traditionnelles, non optimales, généralement basées sur le transfert
de Hohman et la résolution du probleme de Lambert [73, 35]. Elles seront brievement
évoquées dans le prochain chapitre.

Dans cette partie, nous développons trois algorithmes basés sur les méthodes citées
plus haut. Pour chaque classe de méthodes, une étude théorique ainsi qu’une analyse
bibliographique des travaux précédents sont présentées. Ensuite, les techniques visant a
prendre en compte le nombre et les dates des impulsions dans le processus d’optimisation
sont détaillées. Tous les algorithmes développés sont comparés et validés a travers des
simulations portant sur des cas de rendez-vous académiques ou réels. Nous présentons,
au préalable, deux méthodes non optimales et dont la mise en ceuvre est tres simple afin
de familiariser le lecteur avec les différents aspects que nous traitons dans la suite et
souligner I'importance du choix des dates d’application des impulsions dans le procédé
d’optimisation.
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Chapitre 5

Les méthodes conventionnelles
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5.1 Introduction

L’objectif des méthodes présentées dans ce chapitre est de déterminer des solutions
au probleme de rendez-vous multi-impulsionnel d’'une maniere simple. La résolution se
base sur des outils de la mécanique spatiale et ne garantie pas l'optimalité vis-a-vis de
la consommation. Les solutions obtenues permettent, toutefois, de faire une premiere
estimation de l'ordre de grandeur des poussées nécessaires a la réalisation du rendez-vous.
Cette information peut servir notamment a dimensionner les moteurs orbitaux utilisés
lors de 'opération. Deux méthodes sont présentées : une méthode analytique ou les dates
d’impulsions doivent étre fixées a priori, et une méthode heuristique ou les dates subissent
une optimisation visant a baisser la consommation. A travers la comparaison des deux
approches, 'impact du choix des dates sur le colt est mis en évidence.
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5.2 Guidage non optimal par une méthode analy-
tique

Le probleme de rendez-vous tel qu’il a été défini précédemment peut se reformuler
comme un probleme aux deux bouts (TPBVP) dont 'exemple le plus typique est le pro-
bléeme de Lambert. Nous rappelons brievement la formulation du probleme de Lambert
ainsi que le théoreme associé. Pour une présentation plus complete du probleme, les ré-
férences [35], [67], [7], [25], [72] traitent du cas avec une unique révolution alors que [73]
traite le cas généralisé a plusieurs révolutions.

5.2.1 Probleme de Lambert

Le probleme de Lambert est défini comme suit :

Probléeme 1 (Lambert)
Déterminer une trajectoire elliptique képlérienne reliant deux points de l'espace P; et P,
non alignés avec le centre attractif Op en un temps de transfert fixé 7y =ty — ;.

Le probleme de Lambert a été rigoureusement résolu par J.L. Lagrange en 1778 qui a
démontré formellement la conjecture formulée par J.H. Lambert en 1761.

Théoréme 5.2.1 (Lambert)

Le temps de transfert 7, = t; —t; n’est fonction que du demi-grand axe de la portion
elliptique de transfert a, de la longueur de la corde d et de la somme des rayons du foyer
aux points de départ ry et d’arrivée ry (cf. figure 5.1).

Vi = fla,d,ry 4 1y) = a*? [a — f — (sina — sin 3)] (IL.5.1)

ou

1/2 1/2
sin(a/2) = (W) sin(5/2) = (W) (I1.5.2)
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Fia. 5.1 — Géométrie liée aux probleme et théoreme de Lambert

La nature transcendantale de 1’équation de Lambert (I1.5.1) ainsi que ses ambigiiités
et indéterminations font que seule une solution numérique itérative par une méthode de
déscente de gradient de Newton (assimilable a une méthode de tir [70]) est possible pour la
détermination de l'orbite de transfert et des incréments de vitesse nécessaires au transfert
dans le cas général non linéaire [7], [25], [72]. Le probleme de Lambert devient beaucoup
plus simple si I'on travaille avec des modeles dynamiques linéaires dont la matrice de
transition est connue. Cette constatation a ainsi permis de développer les principales
approches analytiques du probleme de rendez-vous défini dans un cadre linéaire. Avant de
faire une présentation plus générique des méthodes analytiques, nous exposons l’exemple
du calcul littéral de la solution a deux impulsions placées respectivement en t; et t;.
Elle peut étre facilement retrouvée dans divers textes de référence [69], [83], [25] mais
également dans le texte original [26].

5.2.2 Solution analytique a 2 impulsions

Cette solution suppose que le nombre d’impulsions est fixé a N = 2, que les instants
d’applications sont t; et ¢ et que I'état final visé au terme du rendez-vous est r avec une
vitesse relative vy. La position relative initiale du chasseur dans le repere local cartésien
est définie par r(t;) et v(t;). Cette stratégie a deux impulsions consiste en une impulsion
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initiale chargée de réaliser le rendez-vous en position et une impulsion finale réalisant le
rendez-vous en vitesse.
Soit ®(¢, 1) la matrice de transition directe du mouvement relatif, on peut écrire :

T(t) = (1311(75, tl)T(tl) + (1312(75, tl)’l}(tl)

o) = Bor(tstr)r(tr) + Daalt,t1)o(t) (IL.5.3)
Pour ¢t = t¢, on obtient :
r(ty) = Pulty, t)r(ty) + Pralty, ti)v(ts) (I1.5.4)
Rappelons que 'objectif est d’avoir :
r(ty) = ryf (I1.5.5)
u(ty) = vy (IL.5.6)
On obtient donc la vitesse relative apres la premiere impulsion par I’équation :
o(tf) = —(I)fgl(tfa t1) (ry — @i (ty, t1)r(th)) (I1.5.7)
Cela permet d’obtenir I'expression de la premiere impulsion comme :
AV (t)) = =05 (tr,t1) (ry — Pty t)r(t)) — v(ty) (I1.5.8)

De méme, la vitesse relative avant la deuxieme impulsion est donnée par :
U(t;) = (I)21<tf, tl)T(tl) — @22<tf7t1>®;21<tf7t1> (Tf — (I)H(tf, tl)'f’(tl)) (1159)
et I'impulsion nécessaire pour annuler cette vitesse relative est donc :

AV (ty) = v — [@ulty, t)r(tr) — Poa(ty, 1) D1y (tp, t1) (re, — Pualty, tr)r(tr))]
(IL.5.10)

La solution finale a deux impulsions est donnée par les deux impulsions AV (¢;) et AV (ty)
telles que :

AV(ty) = =@y (tg,tr) (rp — Pualty, ta)r(ty)) — v(tr)
AV(ty) = vy — [®alty, t)r(tr) — Poa(ty, t1) D1y (g, t1) (re, — Pualty, t1)r(tr))]

Il est clair que cette solution, unique, ne permet aucune optimisation vis-a-vis des variables
de la commande. Une facon de rajouter un degré de liberté a ce probleme est d’augmenter
le nombre d’impulsions. Ceci est discuté dans le prochain paragraphe dans le cadre de la
résolution d’un probleme a N impulsions.
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5.2.3 Solution a N impulsions

Dans la suite nous considérons que la matrice d’entrée du modele est toujours struc-

turée en B(t) = { BQO(t) }

structurer comme :

et la matrice de transition associée a 1’équation d’état peut se

O(t,t1) = [ Pr(t,tr) Polt,tr) | (I1.5.11)

Du fait de la modélisation dynamique linéaire du mouvement relatif, la solution de I’équa-
tion d’état peut alors s’écrire :

X (1) = B(t, 1) X (t1) + > @, (t, 1) Ba(t:) AV (t,) (I1.5.12)

i=1

En notant X(ty) = Xy, I'état final devant étre atteint par le satellite chasseur dans le
repere local, on obtient le systeme linéaire a résoudre pour en extraire les vecteurs des N
impulsions.

AV (ty)
AX(ty,t1) = Xy — O(ty, t1) X (t1) = Fn(tp tr,- - L tn) : (I1.5.13)
AV (ty)
ol la matrice Fyy € RN est donnée par :
Fn(ty ty, - tw) = [ @u(ty, t1)Ba(ty) | -+ | Pulty, tn)Bal(ty) | (11.5.14)

Le systeme linéaire d’équations (I1.5.13) a au moins une solution si et seulement si Fiy est
de rang plein :

Rang[Fn(ts,t1, -+ ,ty) AX] = Rang[Fy(tr, t1,--- ,tn)] =7 (I1.5.15)

r étant le nombre de lignes de Fly.

Remarque 5.2.1

La résolution du probleme de rendez-vous se résume a la simple inversion du systeme
d’équations linéaires (I1.5.13) si et seulement si les dates d’impulsions ne sont pas des
variables du probleme mais ont été choisies au préalable. Dans ce cas, la dépendance de la
matrice Fy vis-a-vis de ces dates ne sera pas explicitement notée. Fy n’étant pas carrée,
la solution obtenue par inversion est dépendante de la méthode d’inversion généralisée
utilisée. Nous utilisons ici la technique décrite indépendamment par Moore dans [58] et
Penrose dans [65].

La formulation (I1.5.13) correspond exactement au cas précédent pour N = 2. Dans ce
cas, si la matrice Fy(ts,t;) est inversible (r = 6) alors la solution existe et est unique.
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Pour N > 2 et r = 6, le systeme d’équations linéaires (I1.5.13) a une infinité de solutions
et I'on peut choisir 2N — 6 parametres librement.

AV (1))
AV = : = FyAX(tp,t1) + (1 — FYFn) ¢ (11.5.16)

AV (ty)

ol ¢ € R*N est un vecteur arbitraire. Une solution particuliere est donnée par la solution
de norme minimale :

AVie = Fly (FxFL) ™ AX (ty, 1) (11.5.17)
ou AV, est la solution optimale du probleme de moindres carrés :
min  [[AV ]2

(IL5.18)
sous FnAV = AX(ty, 1)

5.3 Guidage sous-optimal par une méthode heuris-
tique

5.3.1 Motivations

Dans la méthode décrite précédemment, le choix des dates d’impulsions doit étre
effectué au préalable. L’utilisation d’'une méthode heuristique permet d’évaluer I'impact
du choix des dates d’impulsions sur le cout du rendez-vous. Par ailleurs, cette méthode
fournit des solutions réalisables. Bien qu’elles ne soient pas nécessairement optimales, elles
peuvent toutefois servir de référence, pour évaluer d’autres méthodes plus sophistiquées.

5.3.2 Mise en ceuvre

Dans les algorithmes a base d’heuristiques simples, on exploite généralement des procé-

dés de calcul numérique avancé. La principale difficulté est liée au bon choix des conditions
d’initialisation, qui affecte sensiblement la convergence de 1’algorithme.
Dans la suite, nous considérons les modeles de mouvement relatif ou By(t) = I. Ceci est le
cas dans la quasi totalité des modeles retrouvés dans la littérature. Soit V,,q. le nombre
maximal d’impulsions et ¢ty = ¢; la date de la derniere impulsion qui correspond a la fin
de 'opération. Les étapes de I'algorithme sont données ci-dessous :

1. Initialisation calcul des impulsions nécessaires pour un rendez-vous (N = 2) a
deux impulsions Awvy, a t; et Avg, a ty a 'aide de la méthode analytique.
On définit le vecteur 72 (1 x 2) et la matrice AV (3 x 2) :
2 = [ty t] (I1.5.19)
AVEL = [Avy,, Avyy) (I1.5.20)
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Dans ce qui suit, on va noter Aij la j*™€ ligne de AV
On incrémente N = N + 1 et on passe a ’étape suivante.

2. Tant que N < N4 exécuter le programme :

k=N
AVIM 7V — grg min {J =3 ||AV,§N1||2} (I1.5.21)
k=1

AVIN] ,T2[N] ...’T][\,]\ﬂl

i=N

(N v | 7(t) (V] _[N] 0 |V _|m
SOus (P(Tl 77—]\[ ) |: ’U(tl) + ;(P(TZ 7TN ) A‘/;[N] - ’Utj:
Notons que la norme utilisée ici est la norme L,. On peut remplacer cette norme

par la norme L sans que ceci change la structure du programme.
Initialisation de I’heuristique :

( _IN N-1 _[N N-1
Tt = T4 T = TN

v =R (1) N

Trini — N_1

A‘/l[,in}i = 7AV1[ }v AV]E/,i}m‘ = TAVJEI—l }
N-1 N-1

Ay V= RAVY 4 (- ) AV

ini N
avec Kk =2..N —1

\

Lorsque l'optimum est atteint, on obtient le vecteur 71V et la matrice AV mini-
misant le critere de consommation. On incrémente N = N + 1 et on recommence
I’étape numéro 2.

Choix des conditions initiales : les coefficients de pondération utilisés pour choisir les
dates, sont calculés géométriquement. Pour passer d’une configuration a N — 1 impulsions
vers une configuration a N impulsions, I'idée est de généraliser le résultat trouvé pour une
configuration distribuée d’'une maniere homogene :

Calculons tg, et ta, , :

ty—t tr—t

=t -ty g th—t = T (I1.5.23)
tg:(N - ]\ZtéV? +t
De méme, on calcule t3, et t3,_, :
) = t]@__tg th — ) = t/:f__tll (IL.5.24)

(N = 3)td =t - 2t5 !

N _
ty' =
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On peut continuer le calcul pour un terme quelconque et retrouver la relation générale.

Généralement, certaines limitations sont a considérer lorsqu’on fait appel aux ap-
proches heuristiques. Le probléme du rendez-vous, tel qu'il est formulé dans (I1.5.21) est
non convexe. La convergence vers un optimum global n’est pas garantie. Ce risque est
accru par le fait que l'initialisation de I'heuristique affecte la convergence d’une maniere
sensible. La démarche que nous proposons vise a porter le résultat obtenu pour N impul-
sions vers une configuration a N + 1 impulsions, sans pour autant garantir I’amélioration
du cott.

5.4 Commentaires

Dans les chapitres suivants, deux méthodes de résolution des problemes d’optimisation
paramétrique sont exposées. Elles sont adaptées au probleme de rendez-vous tel qu’il est
formulé en (I1.2). Pour chacune des méthodes, les différentes stratégies pour contourner
les difficultés induites par la nature non linéaire et implicite des contraintes sur le nombre
et sur les dates d’application des impulsions sont décrites.

La premiere technique de résolution abordée est basée sur la théorie de la commande
optimale. Le principe de Pontryagin est appliqué pour obtenir des conditions nécessaires
d’optimalité. Pour ce faire, des variables adjointes sont introduites. Ceci confere a ces
méthodes un caractere indirecte. L’optimalité des résultats est garantie analytiquement
dans le cadre linéaire, ce qui est un véritable atout par rapport aux méthodes directes. La
complexité des calculs induits est un facteur désavantageux. Nous remédions a cela par
une reformulation polynomiale du probleme, et 'usage de techniques avancées de résolu-
tion des systemes d’équations.

La deuxieme technique de résolution présentée est basée sur la discrétisation du probleme
(I1.2) et I'exploitation des outils de programmation linéaire afin de mettre en ceuvre des
procédures itératives de minimisation du critere de consommation. Cette technique est
qualifiée de directe car elle permet d’aboutir a la solution du probleme d’optimisation di-
rectement, sans introduire des variables intermédiaires. Plusieurs avantages sont offerts par
les méthodes directes, tels que la flexibilité par rapport aux contraintes sur la commande
et les variables d’état, la facilité d’implantation et la possibilité de garantir un certain
degré de robustesse. Tous ces points sont abordés dans la section dédiée aux méthodes
directes. Le risque de convergence vers les optima locaux reste le grand inconvénient de
ces méthodes.

Chacune des techniques présentées est utilisée dans la synthese d'un algorithme de résolu-
tion du probleme de rendez-vous. Dans le dernier chapitre, nous validons et comparons les
algorithmes présentés a travers la résolution de cas pratiques de missions de rendez-vous.
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Chapitre 6

Optimisation des trajectoires de

RdV par les méthodes indirectes
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6.1 Introduction

Les méthodes indirectes pour la résolution des problemes de commande optimale se
déroulent en deux phases distinctes :

1. les conditions d’optimalité sont dérivées. Ces conditions peuvent étre nécessaires
et/ou suffisantes, selon les cas traités. Cette étape se base sur l'introduction de
variables adjointes et la mise en ceuvre d’outils issus du calcul des variations [29],
[15], [19] et du principe du maximum [6], [52], [2], [24] ;

2. a partir des conditions d’optimalité, une trajectoire optimale candidate est déter-
minée. D’une maniere générale, cette trajectoire d’état est calculée a partir de la
trajectoire de I'état adjoint.

La premiere étape conduit a ’écriture d’un probleme aux deux bouts (TPBVP) défini
par un systeme différentiel du premier ordre en l'état et I'état adjoint. La résolution
numérique de ce type de problémes est généralement difficile [44], [18], [70]. La formulation
(I1.2) permet d’aborder le probleme sous un angle plus simple. On peut, via certaines
manipulations, transformer le probleme en un systeme d’équations polynomiales.

La théorie de Pontryagin, appliquée au probleme de rendez-vous, donne lieu a une
démarche appelée théorie du primer vector, qui permet de déterminer la trajectoire du
vecteur adjoint et, indirectement, la trajectoire optimale du vecteur d’état. Les principaux
travaux de la littérature, sont passés en revue [51], [54], [20]. Le probleme (I1.2) est ensuite
reformulé en un probleme d’optimisation polynomiale. Ceci permet d’exploiter des outils
d’optimisation tels que les relaxations convexes successives de problemes d’optimisation
polynomiale a l'aide du logiciel Gloptipoly développé au LAAS [37] ou du logiciel SOS-
Tools [63, 64]. Les difficultés liées a la nature des contraintes sur les dates d’application
des impulsions sont ensuite considérées. Deux techniques sont proposées, I'une basée sur
une approche par grille, la deuxieme faisant usage du calcul de variations appliqué sur la
trajectoire de I’état adjoint. Ces stratégies donnent lieu a la synthese de deux algorithmes
différents de résolution du probléme d’optimisation posé. Ces algorithmes font usage éga-
lement de certaines techniques de résolution des systemes d’équations polynomiales, telles
que I’homotopie et les bases de Grobner.

6.2 La théorie du Primer-Vector

Le probleme de rendez-vous sous hypothese impulsionnelle est un probleme de calcul
des variations ou de commande optimale non standard. L’application du principe du maxi-
mum et du calcul des variations afin d’obtenir les conditions d’optimalité associées n’est
pas si directe que dans le cas classique du fait de la présence de fonctions généralisées (les
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distributions ou impulsions de Dirac). Le traitement le plus rigoureux mathématiquement
a été donné par Neustadt [59] et Rishel [71] qui le plongent dans le cadre de I’analyse fonc-
tionnelle. Une approche moins rigoureuse et plus physique issue de [51], [56] est reprise
ici.

Si le nombre d’impulsions est fixé a priori et la forme explicite de la matrice de tran-
sition du mouvement relatif est connue analytiquement, la forme algébrique peut étre
obtenue par intégration de la contrainte différentielle. Cette formulation a été reprise
dans les travaux de Carter [20], [23], [21], [22] ou les propriétés géométriques de 1'en-
semble réalisable sont exploitées afin de retrouver ’ensemble des résultats obtenus avec
la théorie du primer vector et synthétiser ainsi des algorithmes numériquement efficaces.

6.2.1 Les travaux de Lawden

La dérivation des conditions nécessaires d’optimalité par le principe du maximum a été
initialement proposée par Lawden [51] et reprises avec des variations dans [40], [56]. Elle
consiste a dériver les conditions nécessaires d’optimalité sur un probleme de rendez-vous
avec propulsion a vitesse d’éjection constante (poussée bornée) puis, a 1’aide d’un passage
a la limite plus ou moins rigoureusement justifié, d’établir les conditions nécessaires d’op-
timalité dans le cas purement impulsionnel. Nous reprenons ici 'exposé proposé dans [56]
avec des notations adaptées au cas linéaire et avec quelques amendements issus des deux
autres références pour une plus grande facilité de lecture.

Les équations dynamiques d’état linéarisées d’un véhicule soumis a une accélération
de propulsion I' dans un champ gravitationnel sont données par :

7(t) = v(t)
0(t) = Ayr(t) + Asu(t) + T(1)B(¢) (11.6.1)
c(t) = T(t)

ou le vecteur d’état est défini par les coordonnées cartésiennes relatives, les vitesses re-
latives associées et la vitesse caractéristique ¢, X(t) = [ r'(t) o'(t) c(t) }t, 3 est le
vecteur unitaire (5(t)'8(t) = 1, V t) de la direction de poussée, I' est I'accélération de
poussée bornée par I'. En tenant compte des contraintes d’amplitude et de normalisation
sur les variables de commande, le probleme de commande optimale associé au rendez-vous
s’écrit alors :

I%%X JLawden - _C<tf) = —Cyr
P(t) = v(t)
sous  0(t) = Ayr(t) + Asu(t) + I'(8)B(1)
e =) (11.6.2)
I6l=1_
o<sr«r
tl, f}f fixés
r(t) =1, r(ty) =1y, v(t1) = v1, v(ty) = vy, c(t1) = =0 fixés
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Le probleme (I1.6.2) est un probleme sous forme de Mayer avec contrainte sur les variables
de commande qui peut étre abordé naturellement par le biais du principe du maximum
de Pontryagin. Le Hamiltonien associé au systeme s’écrit :

H(t, X, 8,T,\) = Au(t) + X (A7 (t) + Aso(t)) + ALTB + AT (11.6.3)

oll A\, € R? est le vecteur d’état adjoint associé & la position relative, A, € R3 est le
vecteur d’état adjoint associé a la vitesse relative. Ce dernier est dénommé primer vector
par Lawden et vecteur efficacité par Marec. En effet, ce vecteur peut étre interprété
physiquement comme ayant une norme définissant une mesure de 'efficacité en termes de
consommation, des dates et des directions de poussée. A\, € R est le vecteur d’état adjoint
associé a la vitesse caractéristique. Le principe de Pontryagin (appliqué avec la convention
du maximum ici) indique que la direction de commande qui maximise globalement le
Hamiltonien est donnée par :

Ao(t)
*(t) = Arg |max H(t, X, 8, ,\)| = 11.6.4
91(8) = Arg [ H(0 X500 | = ) o
Le Hamiltonien, a 'optimum, devient alors :
H(t, X, 8T, A) = Xouo(8) + AL (Arr(8) + Ago(t)) + (e + [ A )T (IL6.5)

H(t, X,3*, T, \) est une fonction affine de la poussée I'. La maximisation globale du Ha-
miltonien sur U'intervalle [0, I'] conduit & écrire :

Arc Balistique (AB) T =0 st Ae + [ Au]] <0
Arc Propulsé (AP) T*=T si Adc + || Aol >0 (11.6.6)

Arc Singulier (AS)  0<T*<T siA +[[\] =0

De plus, la condition de transversalité associée a la condition terminale c¢; libre nous
donne :

chJLawden — )\c(tf) =0 & )\c(tf) =-—1 (1167)

Les équations canoniques de Hamilton sont constituées des équations d’état (I11.6.1) et des
équations adjointes :

M) = —ALN(1)
}\U(t) = _Ar(t)_AgAv(t)
(11.6.8)
. 0 sio A+ M| €0
Ae(t) = dr T(Ae+ A
— o Qe Il = === s At ]l > 0

La forme de la derniere équation adjointe sur les AP provient du calcul de la dérivée de
la poussée maximale obtenue a partir de la formule :

¢ = Ceplog Am (11.6.9)
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ol ¢, est la vitesse d’éjection et Am et la variation de la masse. On en déduit que \. est
constant sur les AB et les AS. Concernant I'existence des arcs singuliers pour le probleme
impulsionnel, il semble que cette possibilité n’existe que dans le cas d’une modélisation
non linéaire sans que 'optimalité de ces AS soit clairement établie [31]. Nous supposerons
dans la suite du document que la trajectoire de commande optimale est une suite d’AB
et d’AP.

Afin d’établir les conditions nécessaires d’optimalité pour le cas de la propulsion im-
pulsionnelle, Marec propose un passage a la limite du processus optimal obtenue pour une
poussée bornée [56].

tt
c(t) = / [(s)ds - Ac=c(t") —c(t7) finie (I1.6.10)
t= I' -
T=t"—t7 =0

Ce passage a la limite est toutefois délicat a réaliser directement dans les équations d’état
et d’état adjoint puisque l'on se trouve confronté a des dérivées de la consommation
et de la vitesse tendant vers l'infini alors que I’équation différentielle associée a 1’état
adjoint A, est indéterminée (I' — oo et ¢, — 00). Marec propose de changer la variable
indépendante du temps t en la consommation c et ainsi de faire la permutation de variables
(t,c, Ao, H) — (c,t, Ay, H). Cette transformation doit préserver la structure canonique des
équations de Hamilton, i.e. vérifier la condition H = —\. et \;, = —H. Avec ce nouveau
jeu de variables, il est possible de montrer que les fonctions r(c), t(c), A.(c), H(c) et A.(c)
sont des fonctions constantes (leur dérivée par rapport a ¢ sont nulles) tout en sachant
qu’elles sont des fonctions continues de ¢ alors que ¢ et v sont des fonctions discontinues
de t a cause de la nature impulsionnelle de la commande. On déduit donc de I’équation

(IL6.7) que A.(t) = A\e(tf) = est = =1,V t € [ty, 4]

La trajectoire optimale de la commande est donc une suite d’AB et d’impulsions en ¢;

avec ||[A\,|| < 1 continue sur les arcs balistiques et ||\, (¢;)|| = 1 aux instants d’impulsion.
d|| Ay (t; )
De plus, aux instants d’impulsions intérieurs ¢; € (t1,t5), w = 0 puisqu’elle est

continue et atteint son maximum en ¢;. On en déduit la condition }\U(ti)tAv(ti) = 0 aux
impulsions intérieures.

Meéme si la méthode d’obtention des conditions nécessaires d’optimalité présentée dans
[51] et [56] n’est pas parfaitement rigoureuse du point de vue mathématique, Neustadt a
montré rigoureusement que ces conditions étaient valides [59]. Les conditions nécessaires
d’optimalité sont connues dans la littérature comme les conditions nécessaires de Lawden.
Elles sont résumées dans le théoreme suivant :

Théoréme 6.2.1 (CN de Lawden)

Si la suite de N impulsions définie par les séquences ({Av;},{t;}, {B(t;)}) est solution
optimale du probleme de commande optimale (II.1) alors il existe une paire de fonctions
(Ary Ap) @ [t ty] X [t1, 6] — R® x R? vérifiant les conditions nécessaires d’optimalité
suivantes.
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CN1 Le primer vector A, et sa dérivée A, sont continus partout sur la trajectoire
optimale;

CN2 les impulsions sont appliquées dans la direction du primer vector aux instants
pour lesquels sa norme est égale a 1;

N =1 Bt) = =5 = N(ti) = T (I1.6.11)
Ao () AV (E:)]l2
CN3 la norme du primer vector est toujours inférieure ou égale a 1 sur la trajectoire
optimale;
A ()] <1 (11.6.12)

CN4 la tangente a la norme du primer vector est horizontale aux instants d’impulsions
tels que t; #t1 et t; #tn;

() A (t) = Ao (t)N(t:) =0 YV t; At et YV t; #ty (I1.6.13)
Les conditions nécessaires permettent donc de connaitre les dates et les directions des

poussées impulsionnelles en fonction de la durée du rendez-vous. Ces conditions nécessaires
d’optimalité sont illustrées sur un exemple de loi de poussée typique a la figure 6.1.

A

Ao

e ’.__-
y

e S i e IC I | ST

y

1 t; lf

F1G. 6.1 — Loi de poussée impulsionnelle et courbe typique de la norme du vecteur efficacité

Les conditions de Lawden ont été a la base de la grande majorité des aspects fon-
damentaux de la théorie du primer vector. Des résultats importants tels que la borne
maximale sur le nombre d’impulsions par Neustadt [59] ou les résultats de Carter [20] ont
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pour origine les travaux de Lawden.

Le point faible de cette approche est lié au manque d’informations relatives aux condi-
tions initiales du primer vector. Dans le cadre de la théorie de la commande optimale, la
trajectoire optimale du systeme est déduite de la trajectoire optimale adjointe, qui n’est
rien d’autre que celle du primer vector dans notre cas. Hors, la connaissance de la valeur
du primer vector a t; est primordiale pour ce faire. Exploiter directement les conditions
de Lawden pour la résolution complete du probleme s’avere difficile et impose des choix
et simplifications. Cela réduit la généralité et la pertinence des résultats obtenus. Carter a
proposé une démarche permettant de surmonter cette difficulté, en posant des conditions
d’optimalité sur la condition initiale du primer vector, qui est représentée dans la suite
par la variable .

6.2.2 Conditions nécessaires et suffisantes de Carter

Reprenant les travaux initiaux de Lawden [51] et de Prussing [66], Carter a reformulé
les conditions nécessaires d’optimalité de Lawden pour en donner une formulation plus
algébrique lui permettant d’établir des résultats d’existence et d’unicité.

La formulation algébrique du rendez-vous définie pour un nombre fixé a priori d’'impulsions
et donnée dans (I1.1) a été reprise dans les références [20], [23], [21], [22] :

min J,
B,Av;,t;

sous X(t):A(t)X(t)tz(), tg T ={ty, -, ty}
AX; = B(t;) AV (t;) = B(t;))3(t:)Av;, i =1,---N
lim X(f) = X(t) + AX, (11.6.14)
18] =1
t1, ty fixés
X(t) = X1, X(t;) = X; fixés

ou A(t) : [t1,tf] = R™™ est une fonction continue.

La matrice de transition associée a ’équation différentielle décrivant I’évolution dyna-
mique du systeme s’écrit ®(¢,t1) = ¢(t)p~1(ty) ol ¢(t) est la matrice fondamentale du
systeme dynamique. Avec la donnée de la matrice de transition, il est possible de définir
le probleme de Carter qui est une variante du probleme de rendez-vous a temps fixé.

Probléeme 2 (probleme de Carter)
Etant donné le nombre d’impulsions N, chercher 7' = {t1,--- ,tx} C © = [to, t/] et
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AV (ty), -, AV(tx) minimisant le cout sous la contrainte de bord.

N

min Z a(t;)Av;

ti7AV(ti) i1
sous (I1.6.15)

ou uy contient les conditions aux bouts :
up = ¢ () Xy — ¢ (t) Xy (I1.6.16)

Dans [23], Carter définit la région de commandabilité de la paire (A, B) sur © associée au
probleme de rendez-vous par :

7 = {uf ER™ :up =Y ¢ (t:)B(t:)AV (1), (11.6.17)

i=1

V{ty, ot AV (), LAV (En)} CON x RPN VN =2,3,--- }

Carter montre alors qu'une solution minimisante du probléme de rendez-vous impulsionnel
(I1.6.15) existe pour des conditions de bord dans la région de commandabilité Z et donne
les conditions nécessaires et suffisantes d’existence d’une telle solution minimisante. On
définit tout d’abord la matrice R(t) € R"*™ par la relation :

R(t) = ¢ 1 (t)B(t) (I1.6.18)

Théoréme 6.2.2 (Conditions de Carter [20])
On suppose que le vecteur uy est non nul.
Une solution normale (¢, -, ty, AV (t1), -+, AV (ty)), définie dans [23], est telle que la

matrice jacobienne du vecteur G(ty,--- ,ty, AV (t1), -, AV (tyn)) par rapport a ¢ est de
rang n.
N
Gltr, -+ tn, AV (t), -+ AV (tn) = Y 67 (t)B(t:) AV (t;) — uy
i=1
Les variables (ty,, -, tx,, Avy, -+, Av,, B(tg,), -, B(tx,)) sont des solutions normales du

probleme d’optimisation (I1.6.15) si et seulement s’il existe un vecteur non nul A € R"™ tel
que :

CNS 1

Av; =0ou f(t;) = — Vi=1,---,N (I1.6.19)
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CNS 2
Av; = 0 ou N R(t;))R(t;)'\ = o*(t;), Vi=1,--- N (11.6.20)
CNS 3
dR(t da(t;
A’Ui =0 ou tz = tl ou tl = tf ou )\t };5_ ) tZR(ti)t)\ - Oé(tz) O;(tl)’ Vi= 17 ' 7N
(11.6.21)
CNS 4
NRE(+.
E:{f%hﬂzﬁﬁ}AAm::—uf (11.6.22)
=1
CNS 5
Av; >0, Vi=1,--- N (11.6.23)
CNS 6
N
> Avi=—ufA>0 (11.6.24)
i=1

CNS 7 —u})\ est un minimum sur l’ensemble {A € R : CN1 — CN6 sont valides}.

CNS 8 ’

Remarque 6.2.1

Dans la référence [20], des résultats identiques sont obtenus avec la contrainte supplémen-
taire que certaines impulsions sont pré-assignées. p est le nombre de dates d’impulsions
fixées a priori et on associe le p-uplet de dates d’impulsions préfixées N, = (t;,,--- ,1;,)
alors que 7 est le nombre d’impulsions a déterminer auquel on associe le r-uplet de dates
d’impulsions a calculer N, = (ty,,- - , ¢, ). De plus, on suppose que t; et t; sont dans N,
et 'on note N = p + r. Les CNS sont identiques si I'on remplace N par r dans la CNS 3
a I'équation (I1.6.21).

R'(t)\

a(t)

H <1,Vite® (11.6.25)

De plus, si 'on souhaite fixer a priori les dates et 'amplitude de s impulsions en plus
des p dates, alors le résultat précédent est identique en redéfinissant le vecteur uy comme :

up = ¢~ (t) Xy — (1) X1 = Y Rltns)V (it ) (11.6.26)

j=1

La référence [20] étudie également différents scénarii :
i- probleme coplanaire a 4 impulsions avec impulsions intermédiaires a dates fixées:
ii- probleme coplanaire a 4 impulsions avec impulsions intermédiaires a dates optimi-
sées ;
iii- probleme non coplanaire a 4 impulsions avec impulsions intermédiaires a dates
fixées.
Malheureusement, seul le probleme de type i- ou I’étape d’optimisation des dates est évitée
est illustré par un exemple.
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Remarque 6.2.2

Les conditions nécessaires et suffisantes de Carter ont une formulation différente des condi-
tions de Lawden ou des conditions nécessaires et suffisantes produites dans [68] mais elles
peuvent étre interprétées de maniere identique. En particulier, si 'on définit le vecteur
efficacité A\,(t) : [ti,tf] — R" comme :

A(t) = R;i?ﬁ (I1.6.27)
les conditions (I1.6.19), (11.6.20), (I1.6.21) et (I1.6.22) deviennent alors :

Av; =0ou B(t;) = A(t;), Vi=1,--- /N (I1.6.28)
Av;=0ou |[A\] =1, Vi=1,--- N (I1.6.29)
Av; =0out; =t out; =ty ou M =0,Vi=1,--- N (I1.6.30)

. t
> R(t)A(t) Av; = —uy (11.6.31)

i=1

qui ne sont rien d’autres que les conditions de Lawden ou les CNS données dans [68].

Il est intéressant de noter que si I’on recherche une solution optimale pour N =n =6
(le cas non coplanaire du rendez-vous dans sa plus grande généralité avec le maximum
nécessaire d'impulsions), alors les conditions nécessaires et suffisantes (11.6.20) et (11.6.21)
peuvent étre résolues indépendamment afin d’obtenir des solutions en (tq,--- ,tx, A) (12
équations et 12 inconnues). On obtient ensuite les amplitudes des impulsions en résolvant
'équation (I1.6.22) linéaire en Awv;. Les changements de conditions terminales u; n’af-
fectent que les amplitudes de poussée mais pas les localisations des dates de poussée. Les
directions de poussée se déduisent alors de la condition (11.6.19) et I’historique du primer
vector se déduit aisément de la donnée du vecteur A par (I11.6.27) et indépendamment de
la donnée des conditions de bord fixées par uy. Carter propose ainsi d’étudier la struc-
ture géométrique de I'ensemble des conditions de bord uy € Z associées aux solutions
N-optimales normales dont les impulsions sont supportées par tq,--- ,ty.

N
Z()\,tl, cee ,tN) = {Uf € 7 Uf = _ZR<tz>)\v<tz)sz7 AUZ' Z O, 7= 1,' o ,N
i=1

(I1.6.32)
En montrant que cet ensemble est un simplexe conique convexe, Carter retrouve ensuite le
résultat de [77] et [59] sur la borne maximale du nombre d’impulsions. De plus, il donne un
résultat intéressant sur l'existence de solutions normales non dégénérées (solutions pour
lesquelles Av; >0, Vi=1,--- N).

Théoréme 6.2.3 ([23])

Il existe une solution non dégénérée a N impulsions associée a un vecteur A € R™ si et
seulement s'il existe N racines distinctes t1,--- ¢ty de la condition [|[A,(¢)| = 1 sur ©
telles que les N vecteurs z; = —R(t;)\,(¢;) sont linéairement indépendants.
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La référence [23] se termine sur I'examen détaillé des solutions du probleme de rendez-vous
dans le cas képlérien coplanaire elliptique en utilisant les équations de Tschauner-Hempel
[81], [3]. Plusieurs solutions a 4 impulsions sont analysées géométriquement par le tracé
de T’historique du vecteur efficacité.

Un certain nombre de compléments est ensuite fourni dans les références [21], [22].
Dans la premiere, des conditions nécessaires et suffisantes locales, ne nécessitant pas la
connaissance du vecteur efficacité sur tout l'intervalle de rendez-vous mais seulement en
les points de poussée, sont proposées.

Théoréme 6.2.4 ([21])

Les conditions nécessaires (11.6.19), (I1.6.20, (11.6.21), (I1.6.22), (11.6.23) deviennent suf-
fisantes pour une solution normale du probleme de rendez-vous a N impulsions si les
conditions suivantes sont vérifiées :

)]
2

df[A(E)]]

dt
()]
dt

<0, pour t; <t; <ty
< 0, pour t; = {;

> 0, pour ty =t;

Il est toutefois curieux que Carter prenne le soin de signaler dans [21] que ces conditions
nécessaires et suffisantes peuvent ne pas s’appliquer dans certains cas non précisés pour
lesquels seules les conditions nécessaires et suffisantes globales s’appliquent.

Enfin, la référence [22] étudie de maniere détaillée, le probleme du rendez-vous copla-
naire en orbite circulaire a 4 impulsions. Dans ce cas, des stratégies simplifiées et analy-
tiques peuvent étre mises en place afin de calculer les dates de poussée comme les solutions
de polynomes de fonctions trigonométriques. L’approche développée utilise conjointement
les propriétés géométriques de la trajectoire du vecteur efficacité de fagon identique a ce
qui a été vu dans la section précédente avec les résultats des références [20], [23].

Exemple d’application des équations de Carter au rendez-vous hors-plan

La référence [66] montre, sur un exemple treés simple donné par un oscillateur harmo-
nique (représentant par exemple le mouvement relatif hors-plan d’un satellite chasseur),
comment les conditions nécessaires de Lawden peuvent étre utilisées a des fins d’analyse
et de détermination de la trajectoire optimale en poussée impulsionnelle. Les développe-
ments liés a ce cas particulier sont repris et généralisés a un horizon quelconque. Nous
rappelons que la dynamique du mouvement relatif sous les hypotheses HCW ou TH est
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celle d'un oscillateur harmonique décrite par les équations d’état :

S5 [ e

On considere ici que a(t;) = 1, Vi = 1,..., N. Le terme de commande u représente le
produit 3(t;)Av; qui se résume a un scalaire dans ce cas (poussée unidirectionnelle).
Dans ces équations, la variable indépendante choisie est ’anomalie vraie et les notations
suivies sont celles du premier chapitre. On en déduit la matrice fondamentale et son
inverse :

| cosv sinv 1,y _ | cosv —sinv
o) = [ —sinv  cosv ] o- ) = [ sinv  cosv } (IL.6.34)
On obtient aisément alors la matrice R(v) :
—sinv
R(v) = [ o ] (I1.6.35)

Le vecteur efficacité s’en déduit directement :

A
Ao(V) = =A1sinv + g cosv = —1/ A2 + A3 sin <1/ — arctan <>\—j)> (I1.6.36)

Les conditions aux bords sont notées :
_ _ ul
up = ¢~ (vy) [ o } — ¢~ (1) { i } = { 5 } (I1.6.37)
Yy Y1 Wy

Dans ce cas précis, nous avons :
A= { M } € R (I1.6.38)

et 'on suppose possible une impulsion initiale et finale et r impulsions intérieures (N = 2+
r) sur 'horizon du rendez-vous qui est noté v¢;. Nous rappelons les conditions nécessaires
et suffisantes d’optimalité sous la forme de Carter appliquées a ce cas précis :

CNS 1

Av; =0ou B(v;) = £1 = —R'(v))A\ = A\ysiny; — Ay cosyy, Vi=2,---, N (I11.6.39)
CNS 2

Av; =0 ou NR(v)R(v;)'A = (A siny; — Aycosyy)? =1, Vi=1,--- N (I1.6.40)
CNS 3

Av; = 0 ou

R (11.6.41)

!
)\dy

R(v;)'A = £(Acosvy; + Agsiny;) =0, Vi=2--- N—1
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CNS 4
al al sin v,
t _ — ; AN

Zl (v R*( 1/1 )\Avi = Zl { cos, ] Av;B(v;) = uy (11.6.42)

CNS 5
Av; >0, Vi=1,--- N (11.6.43)

CNS 6
ZAUZ' = —u})\ = —u})\l — uchQ >0 (11.6.44)

CNS 7

— u'})\ est un minimum sur l'ensemble {)\ € R? : CN1 — CNG6 sont Valides}
(I1.6.45)
L’analyse des trois premieres conditions d’optimalité (I11.6.39), (11.6.40), (11.6.41) conduit
a écrire pour les impulsions intérieures :

A = [B(y)siny; i=2,--- N —1
(I1.6.46)
Ay = —pB(v;)cosy;

Cela permet d’obtenir les conclusions intermédiaires suivantes :
— les impulsions intérieures opposées en sens sont distantes de km, k=1,2,---;
— Si le scénario optimal comprend des impulsions intérieures alors \/A? + A2 = 1. De
plus, dans ce cas, les impulsions successives sont de sens contraires et espacées de .

Bvi) = —BVit1)
(11.6.47)
Vit1 = Vi+m

— De plus, si /A2 + A3 > 1 alors le scénario optimal ne peut contenir d’impulsions

intérieures. Ceci confirme la non optimalité des cas olt \/A? + A3 > 1.
Cinq scénarii possibles peuvent se déduire pour le probleme de rendez-vous considéré.
S1- r impulsions intérieures distantes de 7w et de sens opposé consécutivement. Ce
scénario n’est possible que pour \/A? + A2 = 1 et les dates d’impulsion sont données
par :

Ao
Vki1 = arctan(A ) +—=—4+kr k=0,1,2,-
1
ou (11.6.48)
A
vy, = —arctan( )+k7r k=1,2,-
Ao

S2- Deux impulsions extrémes plus r impulsions intérieures distantes de 7. Ce scénario
n’est possible que pour \/A? + A3 =1 et les dates d’impulsion sont données par :

Vg1 =km k=0,1,2,--- (11.6.49)




tel-00546293, version 1 - 14 Dec 2010

146 6. OPTIMISATION DES TRAJECTOIRES DE RDV PAR LES METHODES INDIRECTES

S3- Deux impulsions extrémes. Ce scénario n’est possible que pour 74 < m, [Ao| = 1,
A1 de méme signe que Ay et /A7 + A3 > 1. Les deux dates d’impulsion sont données

par :
124} = 0
1 (H.6.50)
vy = 2arcsin | ——
V142

S4- Une seule impulsion finale. Ce scénario n’est possible que pour [A] < 1, [Ay] < 1
et /A7 + A2 > 1. La date de 'impulsion finale est donnée par :

)\2) ) 1
v = arctan | — | + arcsin | ————— 11.6.51
! ()\1 <\/>\% + A%) ( )

S5- Une seule impulsion initiale. Ce scénario n’est possible que pour |Ao| = 1, A\
1
de méme signe que Ay, /NI + A3 > 1 et 75y < 2arcsin \/177% . La date de
A1

I'impulsion initiale sera alors :
v =0 (11.6.52)

Il est a noter que les scénarii 4 et 5 sont des cas particuliers du scénario 2. Ces trois
scénarii seront donc examinés conjointement dans le scénario II alors que le scénario I est
identifié a S1 et S2 défini ci-dessus et a ses variantes qui sont détaillées ci-dessous.

Scénario I Nous examinons le scénario général pour 74, > 7 dans un premier temps.
Celui-ci comprend lui-méme différentes possibilités qui vont étre passées en revue.

Le premier cas est obtenu si 'on considere qu’il n’y a que r impulsions intérieures et
est représenté a la figure 6.2




tel-00546293, version 1 - 14 Dec 2010

6.2. LA THEORIE DU PRIMER-VECTOR 147

vy

Vo

F1G. 6.2 — Exemple de scénario [ a 2 impulsions intérieures

Une équation définissant 'amplitude des impulsions (en fait la consommation) est
obtenue en écrivant les conditions (I11.6.42) et (I11.6.43).

Avy + Avy = —ﬁ(l/l)u} sinvy + ﬁ(l/l)ufccos iz (I1.6.53)
L’équation (I1.6.53) montre que la solution n’est pas unique. De plus, nous avons :
A’Ul -+ A’UQ = ‘Uf‘ (11654)
car a partir de 'équations (I1.6.42) on peut écrire :
—sin g —sinw B
AviB(1y) { cos ] + { cos ] Avif(r) = wuy (I1.6.55)

sachant que (selon I'équation (11.6.47)) (1) = —((ve), cos(v1) = — cos(1z) et sin(vy) =
—sin(vy), on peut écrire :

—sin vy
COS Uy

[ —siny } (Avy + Awy)5(11) = (Avy + Avy) 5(1s) {

CcoSs 1y

} — uf(11.6.56)

Ainsi
Avy=p Avg=lus|—p 0<p < |uy (I1.6.57)

On en déduit également la date de la premiere impulsion. Les impulsions suivantes sont
obtenues a partir de cette date initiale modulo (k — 1)7.

uj
tany; = —— (11.6.58)
Uy
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Puisque nécessairement vy < 7, on obtient la premiere direction de poussée comme :

1
Uy

B(n) = (11.6.59)

10
|u f‘
Les poussées suivantes sont alors successivement de sens opposé a intervalle de 7.

Les trajectoires et les impulsions sont représentées dans le plan de phase a la figure
6.3 pour des conditions initiales et finales :

X, = [ : } X; = [ » ] (I1.6.60)

et un temps de transfert donné par 74, = 27 rad.
La consommation totale associée a ce scénario est calculée comme :

Cs11 — Avl + AUQ = |Uf| (11661)

F1G. 6.3 — Trajectoires dans le plan de phase pour le scénario I a deux impulsions inté-
rieures

Un cas particulier de ce scénario est celui ou il n'y a quune impulsion intérieure si
p = |us| ou p = 0. Les trajectoires et I'impulsion sont représentées dans le plan de phase
a la figure 6.4 pour des conditions initiales et finales :

X, = [ | } X; = [ o ] (I1.6.62)




tel-00546293, version 1 - 14 Dec 2010

6.2. LA THEORIE DU PRIMER-VECTOR 149

et un temps de transfert donné par 74, = 27 rad.

25

15

-15

F1G. 6.4 — Trajectoires dans le plan de phase pour le scénario a une impulsion intérieure

Une autre variante du scénario I consiste a combiner deux (ou une) impulsions extrémes
et 7 impulsions intérieures (cf. figure 6.5).

Il est évident ici qu'une impulsion finale ne sera présente que pour des durées de
transfert multiples de 7 :
Tp = km (I1.6.63)

Une équation définissant 'amplitude des impulsions (en fait la consommation) est obtenue
en écrivant les conditions (I11.6.42) et (11.6.43).

Avl Avl
1] : = A

: = B(0)u} = |uj| (11.6.64)
AUN AUN

N
d Av=[11
i=1
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0.8 q

0.6 q

04t R

vy

141 V3

F1G. 6.5 — Exemple de scénario a 2 impulsions extrémes et une impulsion intérieure

Il est aisé d’en déduire que 3(0) et u? sont toujours de méme signe. L’autre condition
issue de I’équation (I1.6.53) montre que u} = (. Cela signifie que les positions finale
et initiale sont identiques ou opposées. Les impulsions sont distantes de 7 et de sens
opposé successivement. (I1.6.64) est donc un systeme linéaire indéterminé, consistant qui
va conduire a une infinité de solutions :

Avl
: = Atu} + (1y — AT A)p (11.6.65)
AUN
ol p € RY est quelconque et A* est I'inverse & droite de la matrice A qui peut étre
explicitement calculée comme :

At = AY(AAYHT = AY/N (11.6.66)

Les trajectoires et les impulsions sont représentées dans le plan de phase a la figure
6.6 pour des conditions initiales et finales :

X, = { 1 ] X; = { _12 } (I1.6.67)

et un temps de transfert donné par 74, = 27 rad.
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-2}

F1G. 6.6 — Trajectoires dans le plan de phase pour le scénario a impulsions extrémes et
intérieures

La consommation totale associée a ce scénario est calculée comme :

N
Car =Y Av; = [uf] = |uy] (I1.6.68)
=1

Enfin, dans le cas ot 74y < m, il ne peut y avoir qu'une impulsion intermédiaire puisque
les impulsions sont toutes distantes de 7. On est ainsi ramené a la premiere variante du
scénario I exposée aux figures 6.3 et 6.4.

Scénario II Dans ce scénario, la date de la deuxieme impulsion (si elle a lieu) est
exactement égale a la durée du transfert vy = 74 qui est une donnée du probleme. Les
conditions (I1.6.42), (I1.6.43) conduisent a calculer 'amplitude des impulsions comme :

Avy = B(0)uy

2
Us
U—}Jrcot(Tfl)] >0

(I1.6.69)

ul

Avy = —fB(rp)—1— > 0
2 = 0 g >
On déduit de la contrainte sur la durée du rendez-vous 741 < 7 et des contraintes de
signe :
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- B(7p1) et u} sont de signe opposé.
- ((0) et uj sont de méme signe.
- La durée de rendez-vous doit vérifier la contrainte :

cot(7p1) > — (I1.6.70)

§|§
e A V)

La condition (I1.6.70) définit une contrainte liant les conditions initiales, finales et la durée
de rendez-vous définissant 1’espace admissible de ces parametres pour la réalisation d’un
tel scénario. Elle peut se réécrire comme :

1 - Yy — YpsinTp — Y cos Ty

tanty — ypcosTy — ypsinTy — y1

(11.6.71)

15 T

| /O

0.5 b

12

-15 I I I ! !

Fi1G. 6.7 — Exemple de scénario a deux impulsions extrémes

Les trajectoires et les impulsions sont représentées dans le plan de phase a la figure
6.8 pour des conditions initiales et finales :

X, = { : ] X; = { 2 } (11.6.72)

et un temps de transfert donné par 74, = 1.68 rad.
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25

15

-15}

-25 1 1 1 1 1 1
1

F1G. 6.8 — Trajectoires dans le plan de phase pour le scénario a deux impulsions extrémes

La consommation totale associée a ce scénario est calculée comme :

1
Uy

sin(71)

2
u
Co1 = Avy + Avy = B(0)ul u—{ + cot(rs1) | — Blrp1) (11.6.73)
f

Examinons également le cas particulier de ce scénario pour lequel la durée du rendez-
vous ne permet qu'une impulsion initiale.
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15

0.5 ,

Fic. 6.9 — Exemple de scénario a une impulsion initiale

Dans ce cas, on a le scénario de la figure 6.9 et les conditions nécessaires et suffisantes
(I1.6.42) permettent d’obtenir 'amplitude de I"impulsion :

Avy = ﬁ(O)ufc = 3(0) [yysinvy + Y cos vy — yi] (I1.6.74)

et une condition définissant les conditions finales et initiales atteignables sur cet horizon
avec une impulsion initiale et le temps de dérive égal a la durée du transfert.

ypcosvy —ypsinvy —y; =0 (11.6.75)

On en déduit en particulier que I'impulsion initiale est de méme signe que u? Les tra-
jectoires et 'impulsion sont représentées dans le plan de phase a la figure 6.10 pour des
conditions initiales et finales :

X, = { 1 ] X;= { _24“/5} (IL.6.76)

et un temps de transfert donné par 74y = 7 /4 rad.
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X1
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-1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2

F1G. 6.10 — Trajectoires dans le plan de phase pour le scénario a une impulsion initiale

La consommation totale associée a ce scénario est calculée comme :

Cg22 = A’Ul = ﬁ(O)Ufc (II677)

Finissons I'examen du scénario II avec le cas particulier de ce dernier pour lequel la
durée du rendez-vous ne permet qu'une impulsion finale. Dans ce cas, on a le scénario
de la figure 6.11 et les conditions nécessaires et suffisantes (11.6.42) permettent d’obtenir
I’amplitude de 'impulsion :

Av Blu) =2
ro= W)
Z%cn”f (I1.6.78)
= Bvy) vy # /2
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051 q

Vf = Tfu

0.5 1 15 2 25 3 35 4

Fic. 6.11 — Exemple de scénario a une impulsion finale

On en déduit une condition définissant la condition finale en position atteignable depuis
des conditions initiales données sur I'horizon fixé avec une impulsion finale et un temps
de dérive égal a la durée du transfert.

Y1+ y; tanvy
cos (1 + tan® vy)

Yy = (11.6.79)

Les trajectoires et I'impulsion sont représentées dans le plan de phase a la figure 6.12 pour
des conditions initiales et finales :

X, = { : ] X; = [0'8554} (I1.6.80)

, A2 . 1
et un temps de transfert donné par 74, = arctan N + arcsin | ——— | rad.
1
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FiG. 6.12 — Trajectoires dans le plan de phase pour le scénario a une impulsion finale

La consommation totale associée & ce scénario est calculée comme :

ul ufc
= Ay, = — = 11.6.81
Cs23 v ﬂ@f)sin vy ﬁ@f)cos vy (I1.6.81)

Cette derniere consommation est parfaitement cohérente avec une variante du premier cas
du scénario I avec une seule impulsion a la fin du transfert.

L’analyse des différents scénarii optimaux montrent que leur réalisation n’est possible
que si les conditions liant la durée de transfert et les conditions de bord (initiales et finales)
sont vérifiées. La référence [68] illustre I'optimalité de ces scénarii associés a la théorie du
primer vector pour une durée de transfert d'un quart de tour (7/2) et ses résultats sont
parfaitement cohérents avec ’analyse précédente. Ainsi, la durée du transfert interdit de
considérer un scénario a plusieurs impulsions intérieures alors que les scénarii ne compre-
nant qu'une seule impulsion intérieure ou extréme ne sont pas autorisés par les conditions
de bord. Le scénario optimal est donc un scénario a deux impulsions extrémes d’ampli-
tude unité et de direction opposée résultant en une consommation de 2 dont Prussing
montre qu’elle est minimale, notamment par rapport a celle obtenue avec un scénario a 3
impulsions.
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Dans le cadre d'une modélisation dynamique linéaire, il peut étre démontré que les
conditions nécessaires de Lawden sont également des conditions suffisantes [53], [68], [23]
si la condition CNS 8 est vérifiée Vt € [ty, t7]. Cela peut étre démontré simplement en
calculant la solution de I'équation d’état adjointe sur la trajectoire optimale. En effet, si
I'on note ®(t,t;) la matrice de transition de I’équation d’état, la solution de I’équation
d’état adjointe (rappel : la matrice de transition d’état du systeme adjoint est la matrice de
transition d’état initiale transposée dans laquelle les dates sont permutées [6]) est obtenue
comme :

Ar(t)

At) = { o(t) } = O (11, )\(t1) (I1.6.82)

alors que la solution générale de I’équation d’état est :

X(t;) = ®(ts, t) X (1) + Z O(ts,t;) [ A\/O(ti) } (I1.6.83)

Si 'on suppose que les conditions nécessaires sont vérifiées alors on obtient :

)\t(tf)AX(tf,t1) - )\t<tf) (X(tf) — CI)(tf,tl)X(t1)) = Z )‘t(tf)q)(tfvti) { Alf(ti) }

i=1

= D AAV(H) =) Ay,
- = (11.6.84)

sinon le méme calcul conduit a écrire en utilisant 'inégalité de Cauchy-Scwartz :

N(E)AX (7, 1) = X(t) (X(t) = O(ty. 1) X (1)) = Dt(tﬂq’(tﬂ“){wo(ti)]

= D ME)AV(E) <> Av,

i=1

(I1.6.85)

Dans les développements précédents, le nombre d’impulsions est supposé fixe et connu
a 'avance alors que N est une des variables importantes participant au choix de la tra-
jectoire optimale de commande. S’il semble naturel de considérer que le nombre optimal
d’impulsions N* est directement lié a la durée fixe du rendez-vous, il n’en reste pas moins
qu’il existe tres peu de résultats forts sur le sujet. Seule une borne supérieure sur le nombre
maximal d’impulsions a pu étre donnée en fonction du nombre de variables d’état finales
fixées.
Dans la littérature, le probleme du choix des dates d’application des impulsions ainsi que
le nombre optimal d’impulsions a suscité un certain nombre de travaux. L’approche de
Lion & Handelsman propose une démarche générale, car ne faisant appel a aucune hypo-
these supplémentaire sur la nature du mouvement, et pertinente, car basée sur un calcul
de variation justifié. Nous avons entrepris d’appliquer cette méthode au cas des orbites
elliptiques afin de I'exploiter plus tard dans une démarche d’optimisation complete.
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6.2.3 Résultats de Lion & Handelsman

Dans [54], Lion et Handelsman proposent d’étendre la théorie du primer vector aux tra-
jectoires non optimales afin de développer des criteres systématiques permettant d’ajouter
ou de déplacer des impulsions pour faire diminuer la consommation associée a la trajec-
toire initiale. Le calcul des variations est utilisé dans le but de déterminer des conditions
sur la norme du primer vector pour l'addition d'une impulsion et sur la dérivée de la
norme du primer vector pour I'addition d’un arc balistique initial et/ou final. L.'idée est
de calculer la variation de la fonction cout associée a une trajectoire initiale (éventuelle-
ment sous-optimale) a deux impulsions (initiale et terminale) pour en déduire des tests
permettant de décider I'addition d’impulsion et/ou d’arc balistique. La méme démarche
est employée par Jezewski dans [41] ot une modélisation linéaire du mouvement relatif
est considérée.

Il est a noter que les travaux de Lion & Handelsman figurent parmi les rares travaux
considérant 'optimisation du nombre d’impulsions d’une maniere plus ou moins explicite.

Nous reprenons les résultats présentés par Lion et Handelsman, en considérant des
orbites elliptiques képlériennes, & l'aide du modele de Tschauner et Hempel [80].

6.2.3.1 Equation variationnelle adjointe

La méthode repose essentiellement sur la dérivation de ’équation variationnelle ad-
jointe présentée dans cette section.
Soit le modele de mouvement relatif linéaire :

ov
0 I
dov ] = [ rooon ]
- A A
[ p” 1 Ao

or
dor (11.6.86)
dt

ol A; est une matrice symétrique et Ay est une matrice invariante dans le temps et anti-
symétrique. Ceci est valable pour le cas des orbites circulaires (HCW [26]), ou elliptiques

(Tschauner-Hempel [80]).
On définit le Hamiltonien du systeme a 1’aide de la relation :

dor ddv
H = M— 4 X — 11.6.
v T A (IL.6.87)

L’évolution du vecteur adjoint est obtenue via les équations canoniques de Hamilton :

d,

M= - { Zﬁ f{; ]t { ; } = [ _O;n _Afl } [ i } (11.6.88)

dt
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De (I1.6.88) et (11.6.86), on déduit :

RDY d\
v — A A v

dt2 T

d*or

dt2 A15T + AQ(SU

(I1.6.89) x dr'— (I1.6.90) x AL, meéne & :

d*or d?\
¢ Ay
Ay o —or o 0

t

t” dv, on obtient la relation :

Si l'on rajoute et soustrait

B25r  dAt B2\, N
t v _ t v _ v
NaE TR T T T

autrement dit :

A, o
a{)\vév— o 5r} =0

d’ou :

d\!
Afjév—d—;ér = Cst

(I1.6.89)

(11.6.90)

(11.6.91)

(11.6.92)

(I1.6.93)

(11.6.94)

Cette équation est appelée I’équation variationnelle adjointe. Elle est valable pour

tous les arcs délimités par 2 impulsions.

6.2.3.2 Condition suffisante d’addition d’impulsion

Orbite initiale

Orbite finale

FiG. 6.13 — Addition d'une impulsion intermédiaire
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La figure 6.13 montre l'effet d'une impulsion supplémentaire v;, — v, = dv} — ov,,
a 'instant t,,. Soit J le cout en carburant de la trajectoire initiale I' et J' le cott de la
nouvelle trajectoire I'V. On peut écrire :

J = |Av| — |Avs] (I1.6.95)
J' = |Avy + dvi| + [0v) — du, | + [Avg — v (I1.6.96)

Le cout différentiel d.J est donné par :
60 =J —J=|Av + ov| + |ov) — dv,, | + [Avy — dva| — |Avy| — |Ave| (11.6.97)

Sachant que |z + 0z| — |z| = szt (Jezewski [40]), on obtient :

||
Avy _ Avy
6J = vl + |dvt — v | — dvl 11.6.98
1 |A111| | | 2 |A’U2| ( )
La CN2 de Lawden (II.6.11) permet d’écrire :
AUl AUQ
M(t) = —— , M(t2) = 11.6.99
( 1) |AU1| ( 2) |AU2‘ ( 9 )
L’équation (I1.6.98) devient :
§J = vt (t)) + |ovl — du | — SvbA,(to) (I1.6.100)

Si 'on applique I'équation adjointe (I1.6.94) sur les deux arcs t; — ¢, et t; — ¢, on
déduit :

dA, dA,

)\v(tl)tévl - dt (tl)térl = )\v<t;1)t51);1 — E(ta)t&“; (II6101>
dA, dA,
)\U(t;)tév;; - %(t;)té'r’:g = )\v<t2)t(5’l}2 — %(tg)t(s'f’z (II6102>

en sachant que :
- 57"1 :dTl —Uldtl =0et 57“2 :dTQ —Ugdtg =0
car dt; = dt; = 0 (date initiale et finale fixées) et dr; = dry = 0 (positions initiales
et finales fixées) ;
— ort = dr, = dr,, (la position est une fonction continue de t)
— Ao(th) = No(t,,) = Ao(t) (le primer vector est continu, CN1 de Lawden)

— dtv( )= dtU (t) = d—tv(tm) (la dérivée temporelle du primer vector est continue,

CN1 de Lawden)
Les équations (I1.6.101) et (I1.6.102) deviennent :

d\
N(0)'6or = Aultn)'0vy, = 2 (t) S0 (IL6.103)

Ao (tn) S0k, = 2 () O = Au(t2)' G (1L.6.104)
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On déduit le cout différentiel :

5T = —N(tn) (v — 6v7) + [ovF — o | (11.6.105)
= [Avn|(1 = A(tm) Bav,) (11.6.106)

ol [, est un vecteur unitaire. Afin de garantir 6J < 0, |\,(t,,)| doit étre supérieur a 1.
Pour une diminution maximale du cott, une impulsion intermédiaire devrait étre ajoutée
Aty :

tym = arg max |\, (t)] (I1.6.107)

te(t,t2]

Les caractéristiques de la nouvelle impulsion sont calculées a I'aide du calcul des variations
dans [41]. Ceci ne garantit pas la continuité de la dérivée du primer vector et donc ne
vérifie pas les conditions d’optimalité de Lawden. En effet, la nouvelle courbe de la norme
du primer vector n’est pas lisse dans certains cas (voir figure 6.14). C’est 'inconvénient
majeur de ce type d’approche qui a limité son utilisation dans la littérature. Certains
travaux ont tenté de contourner ce probleme a I’aide de procédures d’optimisation locale
[43, 40, 42, 41].

Aol

to t; Liv1 by ¢

Fi1G. 6.14 — Trajectoire non lisse du primer vector

Nous proposons dans la suite, une démarche qui permet de contourner cet obstacle
sans faire appel a des procédures d’optimisation supplémentaires.
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6.2.3.3 Condition suffisante de déplacement d’une impulsion

Le cout d’un arc peut étre amélioré en déplacant I'une des deux impulsions qui le déli-
mitent. Cela correspond a I’addition d’un arc balistique.

Orbite finale

Orbite initiale

Fic. 6.15 — Addition d’un arc balistique initial

La figure 6.15 montre l'effet de ’addition d'un arc balistique d’une durée dt;. Ceci
revient a retarder la premiere impulsion de dt;.
On calcule d’abord la consommation des trajectoires I' et TV :

J = |Av| + |Avsg] (I1.6.108)
J = |Avy + (6v] — 6vy)| + [Avg — dvy| (I1.6.109)

Le cout différentiel peut donc étre calculé par :
60 = J —J=|Avy + (v — 6vy)| + |Avy — dvg| — |Avy| — |Avy| (11.6.110)
La définition du primer vector et 1'équation (I1.6.98) menent a :
6 = X(t)"(6vf — dvy) — Ap(ta) vy (11.6.111)

L’application de 1’équation adjointe (I1.6.94) sur l'arc t; + dt; — t5 donne :
d, d,

Ao (1)  (Sv] = dvy) — i (t)'orT = A (t2)'vy — E(b)tém (11.6.112)
0ry = 0 pour les mémes raisons que le paragraphe précédent, d’ou I'on déduit :
Ao (1) (00 — dv7) — Ay(t2) vy = d;:) (t)tory (I1.6.113)
L’équation (I1.6.111) devient alors :
6 = @A (ty) orf (11.6.114)

dt
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La variation totale de r; est donnée par :
orf = dry —ofdl (I1.6.115)
ory = dry—uv;dty (I1.6.116)
ory =0 =dr; =v;dy
= or = —(v] — v )dt (I1.6.117)

A Taide de (I1.6.114) on obtient finalement :

oJ = —‘A’Ul‘

d\
dt” (t1)" Ny (t1)dty (11.6.118)

Cela permet de déduire que le fait d’ajouter un arc initial d’une durée de dt; > 0 peut

’7. ~ . v
améliorer le cout si

(t1)'Ap(t1) > 0. Ceci arrive notamment lorsque Pamplitude du

primer vector dépasse I'unité immédiatement apres t; et que la dérivée du primer vector
est, positive.

Le méme raisonnement peut étre suivi pour l'addition d’un arc final conduisant a la
condition :

d\,
6 = —|du|

y (t2)" N (to)dty (I1.6.119)

Un arc final d'une durée dty < 0 réduit la consommation, lorsque I'amplitude du primer
vector dépasse I'unité juste avant t, et que la dérivée du primer vector est positive. Ceci
revient a avancer la date d’application de I'impulsion finale.

Le probleme de rendez-vous considéré dans cette these est un probleme a temps fizé, ou
Ioptimisation des dates d’impulsions n’affecte pas la date initiale et la date finale du
transfert. Ceci sera pris en considération lors du déplacement d’impulsions.

6.3 Synthese d’algorithmes pour le rendez-vous en
temps fixé

6.3.1 Formulation polynomiale partielle du probleme

Les algorithmes développés dans cette section ont pour objectif de résoudre le probleme
du rendez-vous tel qu’il a été formulé par Carter [20] avec, en plus, la prise en compte du
nombre et des dates d’application des impulsions dans le processus d’optimisation. Nous
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rappelons la formulation du probleme :

min E Av;
Noti,Avi,B(t) =

SOous
g al (11.6.120)
up = Zsb# t)AviB(t;) = D R(t:) Avif3(t:)
=1
18(t )|| =1
Av; >0

avec :

— ¢* (1) = ¢ (t), o(t;) est la matrice fondamentale de transition de Yamanaka-
Ankersen [84]. Cette matrice est valable pour toutes les excentricités de l'orbite de
la cible;

B(t;) est la matrice d’entrée du modele de Tschauner-Hempel [80];

—up= ¢ (ty) Xy — ¢ (t1) X1 # 0 contient les conditions au bords;

— Xj et Xy sont les conditions initiales et finales en position/vitesse relatives.

A partir de la formulation du probleme et des conditions d’optimalité, le point de départ
est de considérer le probleme de rendez-vous pour lequel le nombre et les dates d’impulsions
sont fixées. L’optimisation de ces parametres sera considérée dans le paragraphe suivant :

min —u?)\
A Av;

sous ZR (L)) R'(ti) NAv; = —uy

11.6.121
NRUNRE)NA =1, ¥i—1, N ( )
t

d
WD, g0 viz2. N—1
Av; >0, Vi=1,--- N

La formulation (I1.6.121) est polynomiale par rapport aux variables de décision \ et
Av;, i = 1,...,N. Ceci donne la possibilité d’utiliser des outils issus de la théorie de
I'optimisation polynomiale. Le nombre d’impulsions N ainsi que les dates internes t;, i =
2,---, N —1 sont fixés a priori afin de simplifier le probleme. L’optimisation de ces para-
metres est traitée séparément. La CNS 8 de Carter n’est pas incluse dans cette formulation
a cause de sa nature continue. Elle est traitée a posteriori comme nous verrons dans la
suite. Deux solutions sont proposées pour résoudre le probleme polynomiale posé, tout
en vérifiant I’ensemble des conditions d’optimalité et en prenant en compte toutes les
variables du probleme.
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6.3.2 Approche par optimisation polynomiale et grille tempo-
relle

6.3.2.1 Approche par grille sur les dates d’impulsion

Dans cette approche, le nombre d’impulsions N n’est pas optimisé explicitement dans
le processus de minimisation du critere. A l'aide des travaux de Neustadt [59], on peut
fixer des bornes minimales et maximales sur ce nombre entier.

Soit N* le nombre optimal d’impulsions, on a :

— N* > 2 d’une maniere générale ;

— N* < dim ¢, si 'on considere que toutes les conditions finales en position et vitesse
sont fixées. En d’autres termes : N* < 2 pour un déplacement selon une seule
direction (probléeme du rendez-vous hors-plan [66]), N* < 4 pour un déplacement
dans le plan et N* < 6 pour un déplacement relatif dans les trois directions de
I’espace.

Soit Nyuee = dim ¢, le probleme est résolu pour N = 2,--- | N,,... La solution optimale
est ensuite choisie parmi les solutions obtenues en minimisant le cotit.

En ce qui concerne les dates d’application des impulsions ¢;, 'optimisation n’affecte que
N — 2 dates car t; et ty = ty sont fixées par définition. Nous procédons par une ap-
proche par grille ou le probleme est résolu pour chaque N-uplet (¢1,ts, -+ ,tny_1,t5), avec
(to, -+ ,tn—1) € (O, -+ ,On_1). Chaque O; est 'ensemble ordonné de valeurs candidates
de la date t,.

La contrainte CNS 8 de Carter est traitée d’une maniere similaire. L’inégalité ||\, (¢)]| < 1
est testée sur un ensemble de points équidistants ¢; issus de la discrétisation de I'intervalle
[t1,t¢]. Le nombre de points de contréle, ensemble des instants ¢ ou le primer vector est
évalué, est choisi en fonction de la précision envisagée et des contraintes pratiques (temps
de calcul). A cause de la nature de la fonction ||\,(¢)|| liée & la matrice de transition
(combinaison de fonctions sinusoidales), un nombre réduit de points de controle est géné-
ralement suffisant (typiquement 50 points par période orbitale).

Pour un nombre d’impulsions N donné, une grille des dates de p; points est construite :

0 = {(tjl :tlatév"' 7tg\f—17tg\f :tN)a tjl < tj2 < < tg\f—l < t?\f) Jg=1-- 7pt}
(I1.6.122)
Le nombre de points de la grille p, dépend de la précision recherchée sur les valeurs des

dates intérieures. De la méme maniere, un vecteur 73 de py points de controle de la norme
du primer vector est généré :

Tn = [B=t, 83, 5 =ty] (11.6.123)
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Pour chaque point j = 1,--- ,p; de la grille ©, le probleme d’optimisation suivant est
résolu : '

min —u})\]

N, Av]

N
sous ZR(t{)Rt(tg))\Avg = —uy

=1

M REVREN =1, Vi=1,---,N

(I1.6.124)
)\jthT(;g)R(t{)t)\j =0,Vi=2,---,N—1
Av/>0,Vi=1,-- N
M RERAEEN <1, VEk=1,---,p\
La solution optimale [Av{*, e ,Av?\;, )\j*,tj;, e ,t%_l est choisie parmi les solutions
obtenues en minimisant la consommation :
j* = arg mjin —ul N (11.6.125)
Les directions des poussées sont déduites a ’aide des équations de Carter :
B () = RN (11.6.126)

Le probleme (I1.6.124) est typiquement un probleme d’optimisation polynomiale non
convexe. La résolution de cette classe de problemes peut s’opérer a l'aide des relaxa-
tions convexes SDP. Dans le paragraphe suivant, une présentation de ces méthodes est
donnée.

6.3.2.2 Optimisation polynomiale et relaxations convexes

La forme générique d’'un probleme d’optimisation polynomiale non convexe peut étre
donnée par :
P : g" = min go(x)

sous gi(x) >0,i=1,...,1 (I1.6.127)

ou g;(x) € Rlxy, -+ ,x,] : R™ — R. Cette classe de problemes d’optimisation, si elle est
abordée dans sa généralité, est réputée appartenir a la classe des problemes NP-difficiles.
Ainsi, les problemes 0-1 ou les problemes quadratiques non convexes sont des exemples
particuliers de (I1.6.127) [74], [75], [38].

Dans la suite, 'ensemble réalisable de (11.6.127) est noté :

K={zeR"|g>0i=1,...,m} (11.6.128)
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Calculer 'optimum global du probleme P revient a chercher g* tel que go(x) — ¢* > 0 est
un polynome globalement positif (non-négatif) sur I’ensemble réalisable K. Définissons le
cone convexe de R, des polynomes semidéfinis positifs (PSD) de degré < d :

Pl={peRlxr, - ,2,] | plx) >0 VreR"'} D= ( ”gd) (11.6.129)

D étant le nombre de combinaisons de d parmi n + d.
Associé & cet ensemble, le cone convexe de R” des polynomes somme de carrés (SOS) de
degré < d est défini par :

S = {p € Rlzy, -+, 0] | p(z) = iQi(x)Q} (11.6.130)

La particularité d’un tel ensemble est que chacun de ses éléments peut étre caractérisé
par une formulation par inégalités matricielles linéaires (LMI). En effet,

pl)=> par® €S & IX 1 p(a)=2'Xz X0 (11.6.131)

ou z est un vecteur des monomes de degré < d. Pour une matrice X réalisable, sa facto-
risation de Cholesky permet d’écrire :

X=QQ Q=[a - .¢] (11.6.132)
et

r

pl) = 2Q'Qz=Qz]> = (¢2)’
. i=1 (11.6.133)
= > ¢
i=1

ou le nombre de carrés dans expression précédente est r = rang(X). En comparant
les coefficients, monéme par monoéme, de expression p(z) = 2'Xz = Y _p,z® > 0, on
obtient les LMI suivantes :

trace Ho X =p, VYV«
X*=0

ou H, est une matrice de Hankel.

(11.6.134)

En utilisant le fait que tester si un polynome appartient a S¢ revient & résoudre un
probléme convexe de programmation convexe et le fait que S C P?, il est possible de
définir une borne inférieure au probleme d’optimisation polynomiale (I1.6.127). En effet,
le dernier élément se traduit par :

3 qi(x) € SY ¢ p(x) = go(z) — g* = qolx) + Zgz(x)qz@) =go(z)—¢g" >0 Vo ek

(11.6.135)
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alors que le premier permet d’affirmer que trouver les multiplieurs ¢;(z) € S? dans I'ex-
pression (I1.6.135) pour deg(g;(z)) fixé est un probleme de programmation semidéfinie
positive. Ainsi, pour deg(p(z)) = 2k, la relaxation convexe LMI d’ordre k établissant que
p(z) = go(x) — g* € 8%, V 2 € K est donnée par :

P = max Z trace Ag X + Z trace Ay’ X

o v . (11.6.136)
sous trace A, X + Z trace AZX; = (go)a Va#0

ou les matrices A sont issues de la formulation LMI des contraintes quadratiques [38].
Il est a noter que le probleme dual au sens de la programmation semidéfinie positive s’écrit

comime :
di = min Y (go)ave
ous Mu(y) =3 Aot 20 (I1.6.137)
Mia,(giy) =Y Aliya =0 Vi

ou yp = 1, d; = deg(gi(x))/2 et My(y) est la matrice des moments. M4 (g;y) sont
appelées les matrices de localisation. Le probleme d’optimisation SDP (I1.6.137) est en
fait la relaxation SDP du probleme des moments défini par :

p* = min / Godp
sgus p() =1
n(Ke) =0
ou le minimum doit étre calculé sur ’ensemble des mesures de probabilités définies sur

I'ensemble réalisable K. La fonction cotut de (I1.6.138) est une combinaison linéaire finie
des moments de la mesure de probabilités u [38] :

(11.6.138)

Yo = /:p‘fl ceardp (I1.6.139)

Sous certaines hypotheses précisées dans le résultat suivant, il a été montré dans [50]
qu’il est ainsi possible de construire une hiérarchie de relaxations convexes monotone et
convergeant asymptotiquement vers 'optimum global du probleme (I1.6.127).

Théoréme 6.3.1 ([50]) Si P est compact (un polytope par exemple) et s’il existe u(x) €
Rlzy, -, x,] tels que :
1 — {u(x) > 0} est compact
2 — u(x) =wup(r) + Zgl(:p)u,(x) VzeR"
i=1

ot ui(x) €S, i=0,--,m,
Pr=dp < g (11.6.140)
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avec une garantie de convergence asymptotique :

klim Pr=g" (I1.6.141)

En pratique, la convergence est généralement rapide. py est, en général, tres proche de g*
pour un ordre de relaxation k faible.

6.3.2.3 Considérations pratiques pour ’implantation

La mise en ceuvre de 'optimisation polynomiale est réalisée sous MATLAB(C) a 'aide

du logiciel libre GLOPTIPOLY développé au LAAS [38]. Ce logiciel requiert les biblio-
theques YALMIP [55] et SEDUMI [78]. Les solutions obtenues par GLOPTIPOLY sont
certifiées globalement optimales, si elles existent.
Certaines difficultés peuvent survenir lors de 'implantation numérique a ’aide de GLOP-
TIPOLY. Le probleme (I1.6.124) est caractérisé par un grand nombre de contraintes d’éga-
lité. Ces contraintes diminuent la taille de ’ensemble réalisable, et peuvent causer I'arrét
prématuré du processus d’optimisation. La solution préconisée est la relaxation d’une,
voire plusieurs des contraintes d’égalité. Pour ce faire, on introduit un parametre ¢ > 0.
La contrainte issue de la CNS 3 de Carter, a titre d’exemple, est relaxée comme :

dR(t)
dt

ou € est un petit nombre qui représente la tolérance sur les contraintes d’égalité.

dR(t;
Une autre difficulté est due au conditionnement des matrices R(t;)R(t;)", LR(ti)t

dt

ainsi que la grande disparité entre les valeurs numériques des conditions initiales en posi-
tion et vitesse relatives et les conditions finales. Pour remédier a cela, une mise a 1’échelle
est opérée sur les variables \ et Av;. Une factorisation a I'aide de la décomposition de
Schur peut étre utilisée. Cependant, en pratique, les entrées de la matrice de factorisation
obtenue peuvent étre disproportionnées et causer des problemes numériques lors de 1'im-
plantation. Une stratégie différente de mise a I’échelle est utilisée. D’abord, des matrices
intermédiaires Sy, sont calculées pour chaque impulsion i telles que les éléments diagonaux
de la matrice Qg, = St, R(t;)R'(t;)St, soient inférieurs ou égaux a 1. On construit ensuite
la matrice diagonale de mise a I’échelle S a I’aide de la relation :

—e<\ =i, R(t:)'\ < € (11.6.142)

L’inconvénient des approches par grille est le choix de la densité des points. Cette densité
affecte la précision du résultat a travers la résolution de la grille temporelle dans le cas du
rendez-vous. Une grande densité garantie une bonne précision mais engendre un grand cotit
en temps de calcul. Ainsi, on peut imaginer une grille dynamique dont la précision évolue
afin d’approcher au mieux les valeurs optimales des dates d’impulsion. L’amélioration
de la précision est obtenue notamment par diminution de la tolérance e utilisée pour la
relaxation de la contrainte CNS 3.
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6.3.2.4 Présentation de I’algorithme RDV-IND1

Dans ce paragraphe, les étapes de 'algorithme RDV-IND1 tel qu’il a été implanté
sous MATLAB() sont décrites. Toutes les considérations pratiques citées plus haut sont
prises en compte. Le mouvement relatif est considéré a 'aide du modele de Tschauner-
Hempel [80] et de la matrice de transition de Yamanaka-Ankersen [84].

Entrées :

— ty et ty respectivement : les instants du début et de la fin du rendez-vous;

— Xj et Xy : les conditions initiales et finales en position et vitesse relatives dans la
base locale LVLH ;

— Xoe(t1) = [a, e, 1] : certains parametres orbitaux de la cible a ¢ ;

— N : le nombre d’impulsions;;

— Ry : la résolution désirée ;

€ : la tolérance sur la contrainte CNS 3;

Py : le nombre de points de controle du primer vector pour la CNS 8;

— p¢ : le nombre de points de la grille temporelle pour chaque impulsion.

Etapes :
1. Initialiser t} « ¢ et t¥ «—ty,Vi=2,--- N — 1.

2. Générer le vecteur de py points équidistants T) tel que :
Th(1) =t , Ta(py) = tn

3. Construction de la grille :

(a) Générer les vecteurs de p; points équidistants T; tels que :
T(1) =t; , Ti(p) =1

pour it =2,--- , N —1.

(b) Calculer la résolution actuelle R, :
R, =T5(3) — T»(2)
(c¢) Construire I'ensemble des combinaisons ordonnées :
O = {(ts,ta, - ,tn-1,tn)}

telles que t, € T;, Vo =2,--- N —1lett; <tjsq,Vi=1,--- N
(d) Calculer M : le nombre de combinaisons (éléments de O)

4. Calculer la matrice de mise a 1’échelle S (voir paragraphe précédents).
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5. Pour j =1, ---, M résoudre :

min —u'} SN
N Av!

N
sous ZR(tf)Rt(tg)S)\Avg = —uy

i=1

N SREVRH)SN =1, Vi=1,--- N

A (I1.6.144)
—e < )\jts%(ttg)}%(t{)tsﬂ <e Vi=2,---,N—1
Av! >0, Vi=1,--- N
M SRANREE)SN < 1, YV ty € Ty
6. Si aucune solution n’est obtenue alors € « € + g, aller a ’étape 5.
7. Identifier la meilleure solution obtenue [Av{*, S Avf\: N té*, e ,th*_l] en mini-

misant la consommation :
j* = argmin —u}S)\]
J

8. Les directions de poussées sont déduites a l'aide des équations de Carter :

B(t]) = —R(t] )'SN

Sk

-t A
9. SiRa>Rdalorse<—§,t}%t§ —éettfy%tg +17pouri:1,-~-,N—1,
aller a ’étape 3.

10. Si R, < Ry alors arréter le programme

Sorties :

— Les dates d’impulsions :, 1, tg, e ’,tj\;*l’tN )
— Les amplitudes des impulsions : Av] |-+ Av)
— Les directions des impulsions : §*(¢] ), - -, 3*(t)).

Une description des principales étapes de ’algorithme RDV-IND1 est donnée sur la
figure 6.16.
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Initialiser les parametres
de la grille

\

J

Construire la grille
des dates d’impulsions

J

\

Résoudre le probleme
d’optimisation (I1.6.144)
en chaque point de la grille

'

Non
Des solutions ?

Choisir la solution
la moins couteuse

Diminuer la tolérance
et affiner la grille

Non

'

Résolution
atteinte 7

FIN

Augmenter la tolérance

F1G. 6.16 — Principales étapes de I'algorithme RDV-IND1
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6.3.3 Approche par réduction itérative du coit
6.3.3.1 Utilisation itérative du calcul de variations

Nous avons vu au paragraphe 6.2.3 que les travaux de Lion & Handelsman [54] per-
mettent de déterminer des situations ou 'amélioration du cout est possible a travers I’ad-
dition ou le déplacement d’une impulsion. Nous exploitons cette propriété pour synthétiser
une procédure itérative d’amélioration progressive du cout. Le nombre d’impulsions varie
en fonction des additions ou déplacements effectués. Les dates d’impulsion sont optimisées
a l'aide des tests définis par Lion & Handelsman et portant sur la norme du primer vector.
C’est d’ailleurs a I’aide de ces tests que 'optimisation des dates, du nombre de poussées
et la vérification de la CNS 8 de Carter sont traitées en parallele. A chaque itération, un
probleme a dates et nombre fixés d’impulsions est résolu. La trajectoire de la norme du
primer vector est ensuite propagée sur [t1,ty]. Les différents tests sur sa norme sont opérés
et une décision est prise concernant ’éventuelle addition ou déplacement des impulsions
en préparation des itérations suivantes.

Le processus s’arréte lorsque la norme de A, ne dépasse pas 1 dans l'intervalle [¢y,¢y].

Si l'on s’intéresse aux résultats de Lion & Handelsman [53] d'un coté et aux conditions
nécessaires et suffisantes de Carter [20] d'un autre coté, on peut remarquer une certaine
complémentarité entre les deux approches :

— Tl'application du calcul des variations sur la trajectoire du primer vector permet
de déterminer avec simplicité des modifications a apporter aux dates et nombre
d’impulsion afin de diminuer la consommation. Cependant, le calcul des nouvelles
impulsions, en plus d’étre complexe, ne garantit pas la continuité de la dérivée du
primer vector. Ceci est en contradiction avec les conditions nécessaires d’optimalité
de Lawden [51];

— les conditions de Carter sont non linéaires, voire implicites en dates et en nombre
d’impulsions. D’autre part, si ’on fixe les dates a priori, le calcul des impulsions et
de la trajectoire du primer vector correspondante revient a résoudre des équations
polynomiales. De plus, le probleme des trajectoires non lisses du primer vector ne
se pose pas.

A partir de ce constat, nous proposons une approche mixte qui tire profit des deux ap-
proches précédentes. Le calcul des dates et du nombre d’impulsions sera assuré par une
procédure basée sur le calcul des variations. Les conditions de Carter permettent de dé-
terminer les impulsions correspondantes.

Pour une configuration a N impulsions, la prise en compte de toutes les CNS de Carter
est un probleme difficile a cause des raisons citées précédemment. Cependant, si les dates
sont fixées, on peut écrire un systemes d’équations polynomiales en A et Av; :

MRUEVR(E)A =1 Vi=1,--- N (I1.6.145)
At‘“zit) nRE)A=0 Yi=2..- N—1 (I1.6.146)

D[RR ()] M, = —uy (11.6.147)

i=1
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Pour un probleme de rendez-vous donné, avec N impulsions et une matrice de transition
de m x m éléments, le systeme comprend :

— N équations du type (I1.6.145) ;

— N — 2 équations de la forme (11.6.146) ;

— m équations provenant de (I1.6.147).
On dispose donc de 2N + m — 2 équations pour un nombre de variables de N + m (N
impulsions Av; et m composantes de \). Le systeme est surdéterminé et peut poser des
difficultés lors de sa résolution. Ainsi, les équations provenant de la CNS 3 (I1.6.146) ne
sont pas prises en compte ici. La CNS 3 est indirectement réalisée si I’on impose la CNS 8
(portant sur la norme du primer vector sur toute la durée du rendez-vous). L’optimalité
des solutions que 1’'on obtient n’est donc pas affectée en principe par cette relaxation.
Dans le systeme d’équations précédent, nous imposons donc les conditions CNS 1, CNS 2
(équivalentes) :

CNS 1 : A’Ui =0 ou ﬁ(tl) = —Rt<tl))\, Vi= 1, cee ,N
CNS 4 et CNS 6 (qui peut étre déduite de CNS 4) :

N

CNS 4 0 Y " [R(t:)R'(t:)] AMv; = —uy

i=1

N

CNS 6 : ZAM‘ = —u?)\ >0
La résolutionl clie ce systeme carré d’équations polynomiales donne plusieurs solutions,
dont nous gardons celles telles que Av; > 0 pour réaliser la CNS 5 :

CNS5 :Avy; >0, Vi=1,--- N
et parmi les solutions positives, la solution a consommation optimale est retenue :

CNS 7 —u})\ est un minimum sur l'ensemble {A € R : CN1 — CN6 sont valides}.
Les conditions restantes sont imposées a travers l'utilisation des résultats de Lion & Han-
delsman. L’algorithme synthétisé doit réaliser a la convergence, les CNS 3 et 8, a travers
des déplacements et additions d’impulsions en fonction de la norme du primer vector. Les
criteres présentés dans la section 6.2.3 peuvent étre généralisés aux cas multi-impulsions.
En effet, chaque trajectoire comportant plusieurs impulsions peut étre décomposée en une
suite d’arcs délimités par deux impulsions. Des cas typiques de réduction de consommation
sont décrits dans la suite.
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Aol

to ti tm Liv1 by ¢

Fic. 6.17 — Addition ou déplacement d’impulsion pour 'amélioration du cotut

Si I'on considere la trajectoire représentée sur la figure 6.17, le cout total du transfert
peut étre amélioré en considérant l'arc [t;, t;11], de diverses manieres :
— ajouter une nouvelle impulsion a t,, ;

— ajouter un arc balistique initial en déplacant t; vers t,,, si %(tiﬂ) > 0;
— ajouter un arc balistique final en déplacant ¢;,; vers t,,, si %(tiﬂ) <0;

— remplacer t; et t; 1 par t,,, si M(ti) > 0 et 4

7 Jﬁ (ti+1) < 0. Ceci est équivalent a
ajouter des arcs balistiques (initial + final) sur [t;, ;1] et une impulsion & ¢,,.
Pour chaque cas, le cotit peut étre réduit par une addition ou un déplacement d’impulsion.
Le choix est motivé également par les hypotheses suivantes :
— le nombre maximal d’impulsions est égal a la borne fixée par Neustadt dans [59];
— les impulsions initiales et finales a t, et ¢ ne peuvent étre déplacées.
Compte tenu de ces hypotheses, la réduction de la consommation pour chaque itération
de l'algorithme est accomplie lorsque la norme du primer vector dépasse 1 a t,, par les
moyens suivants :
— ajouter une impulsion a t,,, si le nombre d’impulsions ne dépasse pas la borne
supérieure ;
— déplacer les impulsions, si I’addition n’est pas autorisée. Le déplacement se base sur
les hypotheses présentées dans la section 6.2.3.
A chaque itération de I'algorithme, un systéeme polynomiale d’équations du deuxieme degré
sur A\ et Awv; est résolu. Parmi les techniques se prétant a la résolution de cette classe de
problemes on peut citer les bases de Grobner (voir [27], [28], [76]) et la continuation-
homotopie dont une présentation trés complete est accessible dans les références [76] et
[82] pour le cas particulier du logiciel PHCpack que nous avons intégré a notre algorithme.

6.3.3.2 Présentation de l’algorithme RDV-IND2

L’algorithme RDV-IND2 est présenté ici, étape par étape, avec tous les aspects liés
a I'implantation pratique qui a été réalisée sous MATLAB(©).
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Entrées :

— t1 et ty : les instants du début et de la fin du rendez-vous, respectivement ;

— Xy =[ry, v1] et Xy = [ry, vy] : les conditions initiales et finales en position et vitesse
relative dans la base locale LVLH;

— Xoe(t1) = [a, e, 11] : certains parametres orbitaux de la cible a t; ;

Etapes d’initialisation :

a- Résoudre un probleme a deux impulsions par la méthode analytique décrite dans la
section 5.2 :

l ry } _ [ d11(tn,t1)  dr2(tn, th) } ([ 1 } N [ 0 }) n [ 0 ]
vf o1 (tn,t1)  Poa(tn,ty) V1 Avy Avy
Les solutions sont données par :

Avy = @5 (tn,t1) [rp — Pua(tn, t1)r — Pralty, tr)vi]
Avy = vy — Poi(tn, t1)r1 — Poa(tn, t1)vr — Poa(tn, t1)Avy

Initialiser T}, = {t1,tn}, o Tjppy est I'ensemble discret des dates d’impulsions.

b- Calculer la trajectoire du primer vector correspondant a ’aide des conditions aux

bouts :
Avy Avy

S e R Ve

L’évolution du primer vector au cours du temps est donnée par :

Ao(t) = @o (¢, 11) Py (tv, 1) [Au(t) — Pop (Ev, 1) Ao (1) ] + Pop" (8, t1) Ao (1)
c- Calculer 'amplitude maximale du primer vector sur [ty,tx] :

Am = max |\, (1)

tefts tn]

Procédure itérative :

1. Définir ¢, = arg max A, ().

te(t,tn]

2. Trouver tq, 1, € Tipy, tels que t, < 1, < tp.

3. Ajouter une impulsion a ¢, :
77@'mp - 77@'mp U {tm}

4. Si le nombre d’impulsions est supérieur a la borne de Neustadt alors modifier 15,
selon les cas suivants :

CdA(t,)" d\(ty)"
(a) Si pn A(ta) >0 et pn A(ty) <0,
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(i) Sit, # to alors déplacer t, a t,, :
ﬂmp - ,I‘imp - {ta}
(ii) Sit, # ty alors déplacer t, a t,, :

ﬂmp - ﬂmp - {tb}

D
>

=

N
D

Aty)

A(tb) > 07

) Atq) > 0 et t, # to alors déplacer t, a t,, :

77@'mp - CZjimp - {ta}

d\(ty)"
dt

(i) Si A(ty) < 0 et ty, # ty alors déplacer t;, & t,, :
ﬂmp - ﬂmp - {tb}
5. Résoudre le systeme d’équations polynomiales sur A\, Av; :
NRA)R(t)AN=1 Vt; € Timp
D[RR ()] Mw; = —uy
tieTimp
avec :Av; > 0

6. Evaluer la nouvelle trajectoire du primer vector :
() = R ()N t € [t tn]
7. Calculer 'amplitude maximale du primer vector sur [ty, tx] :

Am = max |\, (1)

telt tn]

Répéter la procédure itérative jusqu’a ce que )\, <1

L’algorithme est représenté sur la figure 6.18.
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Etapes d’initialisation

Probleme a 2 impulsions : Avy, Avy
Propager le primer vector :

Définir T}, = {t1, tn}

Maximum du primer vector :

Déterminer t,,

Au(2)
)\m

Non

Oui

(Trouver t,.t, € Ty, tels que t, < t, <t

Procédure itérative

Ajouter impulsion & t,,

ﬂmp = T‘im,p ) {t

m}

Oui

Gim{Tomp} > N

Non

Mise & jour de T,

= ﬂmp - {fa

L-Déplacer t, at,
imp

nmp = Emp - {th

q

Déplacer t, a t,,,,)‘

¢

|

Non

Oui

Non

Oui

Déplacer t, a t,,
,Ijimp = T;'m,p - {ta

Déplacer t;, a t,,
Timp = n7er - {tb

Détermination de \,(t), Avlf

‘Résoudre les équations de Carter pour TimA

|

Evaluer le primer vector \,(t) = R'(t)\ ‘

|

Maximum du primer vector : A\,
Déterminer ¢,,

Fic. 6.18 — L’algorithme RDV-IND2
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6.4 Conclusions

Dans ce chapitre, nous avons présenté les techniques de résolution indirecte du pro-
bleme de rendez-vous. La théorie de Pontryagin appliquée a ce probleme particulier de
commande optimale a permis d’introduire la notion de primer vector. La théorie du primer
vector, basée sur 'utilisation de la trajectoire du vecteur d’état adjoint permet de formu-
ler des conditions nécessaires et suffisantes d’optimalité. Les difficultés rencontrées lors de
I’exploitation de ces conditions, liées notamment a 'optimisation des dates et du nombre
de poussées ont été surmontées par deux approches. Deux algorithmes de guidage optimal
ont été développés a partir de ces approches. La structure des algorithmes ainsi que les dif-
férents aspects pratiques liés a I'implantation ont été détaillés. L’algorithme RVD-IND1
utilise une approche par grille et 'optimisation polynomiale par relaxations convexes.
L’optimalité des résultats est certifiée a I'aide du logiciel Gloptipoly. L’algorithme RVD-
IND2 offre la possibilité d’optimiser les dates a 1’aide d’'une méthode itérative basée sur la
relation (établie a I'aide du calcul des variations) entre la consommation et la trajectoire
du primer vector. L’efficacité de cette approche permet de réduire le nombre d’itérations
en limitant ’espace de recherche des dates d’impulsions. L’optimalité peut étre certifié
a posteriori a l'aide de I'algorithme RVD-IND1. Ceci confere un caractere complémen-
taire aux deux algorithmes. Une solution complete au probleme du rendez-vous peut étre
obtenue en utilisant les deux algorithmes :

a le probleme de rendez-vous est résolu par l'algorithme RVD-IND2. La solution

obtenue est a N* impulsions;

b Toptimalité de la solution est certifiée a 1’aide de I’algorithme RVD-IND1 ;

¢ lalgorithme RVD-IND1 est ensuite exécuté pour les configurations a N impul-

sions, ot N € [Nyin, Nmaz], N # N* afin de certifier la non réalisabilité par la non
existence de solutions.
Dans le chapitre suivant, une autre classe de méthodes de résolution est présentée. Un
algorithme fondé sur les méthodes directes est ainsi proposé. Le dernier chapitre de cette
partie est consacré a la validation et la comparaison des différents algorithmes proposés.
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Chapitre 7

Optimisation des trajectoires de
RdV par les méthodes directes
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7.1 Introduction

Le probleme de rendez-vous a consommation minimale peut étre approché par la classe
des méthodes directes de résolution des problemes de commande optimale. Les méthodes
directes consistent a transformer le probleme de commande optimale en un probleme de
programmation mathématique. Ces méthodes different fondamentalement des techniques
indirectes par le fait que l'optimisation de la solution est assurée par une routine de
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programmation linéaire ou non linéaire. Les méthodes directes les plus communes [39]
nécessitent de paramétrer le comportement des variables d’état et/ou de discrétiser les
contraintes notamment celles de la dynamique. Elles se caractérisent par I'obtention d’un
probleme en dimension finie. Les méthodes directes sont des techniques d’optimisation
en dimension finie a U'inverse des techniques indirectes. La résolution par les méthodes
directes ne fait pas intervenir des variables adjointes mais fait plutot appel a des méthodes
itératives de programmation linéaire ou non linéaire. Les méthodes directes sont moins
complexes analytiquement et leur implantation est plus simple. Un nombre de contraintes
dynamiques et statiques plus élevé peut étre considéré sans une grande incidence sur la
complexité et le temps de calcul. La prise en compte d’éléments de robustesse vis-a-vis
d’incertitudes de navigation peut étre notamment considérée. L’optimalité des méthodes
directes, quand elle peut étre certifiée, ne concerne que la classe de la paramétrisation et la
discrétisation choisies pour obtenir le probleme de programmation. L’optimum obtenu ne
représente, en général, qu'une borne supérieure de l'optimum global. L'un des avantages
de ces méthodes directes est qu’elles se basent sur des outils dont on sait que la complexité
théorique est au pire polynomiale en fonction des dimensions du probleme étudié.

Cette breve comparaison permet de saisir la différence majeure entre les deux classes
de techniques d’optimisation. Les objectifs escomptés ne sont pas les mémes, bien que les
méthodes s’adressent a des problemes de structures similaires. Les méthodes indirectes
permettent de certifier 'optimalité globale des résultats obtenus, a ’aide de puissants ou-
tils mathématiques. Les techniques directes, quant a elles, visent a obtenir des algorithmes
de résolution embarquables et robustes. Le choix de 'une des techniques pour la synthese
d’algorithmes est motivé par ’application envisagée.

Les méthodes directes sont généralement structurées en deux phases principales :

1. paramétrisation de certaines variables du systeme, qui sont choisies comme variables
d’optimisation ;

2. discrétisation de I’horizon temporel, en un nombre fini de points ou les contraintes
dynamiques et statiques du probleme d’optimisation sont vérifiées.

A la suite de ces deux étapes, 'optimisation est opérée a ’aide de routines de program-
mation linéaire ou non linéaire paramétrique. Ces routines assurent la minimisation de la
fonction de cotit, tout en vérifiant les conditions et contraintes aux points de discrétisation
et en assurant la bonne intégration de la dynamique, si le probleme est posé sous forme
différentielle. La paramétrisation des variables du systeme peut affecter les variables de
commande mais également celles de 1’état. Ceci donne lieu a deux cas de figures identifiées
par Betts dans [11] comme étant les deux grandes familles de méthodes directes.

Les méthodes de transcription sont employées lorsque les variables d’état et de com-
mande sont paramétrées comme variables d’optimisation [5, 4]. C’est notamment le cas
lorsque la dynamique est non linéaire et est donnée sous forme différentielle [62]. Tl s’agit
de poser une représentation polynomiale par morceaux du systeme et d’identifier ses pa-
rametres en vérifiant les conditions de collocation [36]. La dynamique est intégrée, suivant
le type de représentation polynomiale choisie, selon un schéma de Runge-Kutta ou a I’aide
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des méthodes spectrales [34, 33]. La fonction de cotlt est ensuite minimisée tout en vé-
rifiant les contraintes aux points de discrétisation. Ces méthodes ne seront pas utilisées
dans le contexte du rendez-vous impulsionnel a dynamique linéaire. En effet, la transcrip-
tion permet de résoudre le probleme de la contrainte dynamique différentielle. Cependant,
dans le cadre du rendez-vous linéaire que nous considérons dans cette these, des solutions
analytiques peuvent étre fournies a travers le calcul des matrices de transition directe.
Ceci rend l'utilisation des méthodes de transcription peu avantageuse.

Les méthodes de tirs sont caractérisées par une paramétrisation n’affectant que les
variables de commande [39, 46, 14]. La trajectoire du systeme est intégrée analytiquement
ou numériquement. Cette famille de méthodes est largement utilisée dans les problemes
a dynamique linéaire. Ces techniques sont largement utilisées dans le domaine spatial. Le
programme POST développé pour simuler des trajectoires de lanceurs lourds est basé sur
une optimisation par méthode de tirs [16]. Les trajectoires de transfert orbital ont été
étudiée par Betts dans [12] (poussées impulsionnelles) et Brusch [17] (faible poussées).
Les méthodes directes de résolution de problemes de commande optimale ne prétendent
pas a l'obtention de solutions optimales mais plutot a une approximation de celle-ci. Cette
approximation est certifiée optimale seulement pour la forme paramétrée et discrétisée du
probléme traité. 11 est montré dans [11] que la solution obtenue est d’autant plus proche
de la solution optimale que le nombre de variables du probleme augmente. Ceci peut étre
obtenu par une discrétisation plus fine du probleme de commande optimale. La raison
principale évoquée dans [11] est que la reformulation en probléme de programmation
linéaire n’est qu'une maniere d’approcher les conditions d’optimalité en dimension infinie.

Pour différentes raisons, liées principalement a des contraintes technologiques, les pa-
rametres du probleme de rendez-vous peuvent présenter des incertitudes. Parmi les incer-
titudes les plus courantes on peut citer notamment :

— les erreurs de navigation qui se manifestent sous forme d’incertitudes sur la position

et la vitesse relative initiales ;

— les erreurs d’application des manceuvres qui affectent les dates, les directions et les

amplitudes des impulsions;

— les erreurs de modélisation qui concernent les parametres de la matrice de transition

du mouvement relatif.

Si ces incertitudes ne sont pas considérées lors de la synthese de ’algorithme de guidage,
aucune garantie sur le bon déroulement de 'opération du rendez-vous ne peut étre assu-
rée. La prise en compte des incertitudes est possible lors de d’utilisation des méthodes
directes a travers l’exploitation des techniques de programmation robuste. En effet, ces
techniques se prétent a cette classe de problemes grace a des approches stochastiques [10]
ou déterministes [9, 32].

Nous donnons dans la section suivante des notions sur I'optimisation robuste par les mé-
thodes de tirs qui sont utilisées par la suite dans la synthese d’un algorithme de rendez-
vous a consommation minimale, assurant la robustesse vis-a-vis d’incertitudes provenant
d’erreurs de navigation.
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7.2 Résolution du probleme de RAV par les méthodes
de tirs

Les méthodes directes qui sont présentées dans cette partie représentent une véritable
alternative aux méthodes indirectes qui sont exposées dans le chapitre précédent. Elles
sont a la fois simples a mettre en ceuvre et permettent de considérer facilement un certain
nombre de contraintes sur la trajectoire dans la résolution du probleme de rendez-vous.
En rappelant le cadre de travail posé en introduction, le probleme de rendez-vous est
défini par :

Jo(Dvi, () t) = wmin

sSous

X(t) = A()X () + B(t) i AVis(t —t;)

U(t, X (1), ty, X(¢)) = 0 (IL7.1)

AV, | < AT Wi=1,--- N

(X (1), u(t),t) 20

Le nombre d’impulsions N est considéré connu a priori. Notons que cette formulation est
légerement différente que les formulations présentées précédemment. Les contraintes sur
Iamplitude des impulsions affectent ici les composantes suivant les trois axes et non pas
I’amplitude totale de I'incrément de vitesse. Ceci nous permettera de garder une structure
linéaire du probleme dans la suite.

En se référant aux criteres de Betts [11], les méthodes de tirs semblent ici tout par-
ticulierement adaptées. En effet, en premier lieu, le nombre de variables d’optimisation
est limité aux variables Awv;, 5(;) et t;. De plus, une formulation analytique des solutions
a la contrainte différentielle peut étre écrite sous certaines conditions. Un tel résultat
est obtenu en remplagant la contrainte différentielle par une contrainte algébrique grace
a l'utilisation de la matrice de transition d’état ®(¢,¢;). Dans ce cas, les valeurs opti-
males des variables d’optimisation Av;, 3(t;),t; sont alors obtenues par programmation
non linéaire. Une simplification intervient lorsque les instants {¢;} sont fixés. Le probleme
(I1.7.2) est alors uniquement paramétré par les variables Av;, 3(t;) a travers la variable
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J(AV;) = min J,

7

X(t) =D(t, t1) X (t1) + g: d(t,t;)B(t;) AV,
U(ty, X(th), tg, X(tf)) =0 (11.7.2)

AV, | < AT; ,Vi=1,---,
AV, | <A Vi=1,---,
AV, | < AT ¥Vi=1,---,N

==

(X (1), u(t),t) 20

La seconde étape de cette méthode de tirs consiste a transformer le probleme (I1.7.2) de
dimension semi-infinie en probleme de programmation non linéaire par discrétisation du
probleme de satisfaction de contraintes v(X (t), u(t),t) et changement de variables.

Tout d’abord, le nombre des incréments de vitesse Av; permet de constituer une premiere
grille {t;} de discrétisation du probleme (I1.7.2). Cependant, la grille {t;} étant souvent
insuffisante pour assurer la vérification des contraintes v(X (¢),u(t),t) < 0 sur 'ensemble
de la trajectoire, une seconde grille {7;} doit ainsi étre définie telle que :

t1§7_1<7—2<"'<7_NT§tf (1173)

Le nombre N, et la distribution des instants 7; sont des degrés de liberté du probleme,
choisis indépendamment de la séquence {t;}. Définissons la séquence T telle que

T =A{t}u{n} (IL.7.4)
={T1,...,Tu} (IL.7.5)
Dans la suite, nous considérons que la matrice d’entrée est constante B(t) = B.

En notant 7j,, les instants d’impulsion dans la séquence 7', le probleme discrétisé de
satisfaction de contraintes prend la forme :

WX (T),w(T}), T}) <0, i=1,....,M (IL7.6)
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La résolution du probleme (I1.7.6) nécessite la connaissance de X a chaque instant {7;} :

X(Ttl) [ (I)(Ttutl) |
X(TQ) q)(T27t1)
X(TtQ) (I)(Ttwtl)
X(Tpr)| = |[2(Thv1t1) | X(4) (11.7.7)
X(TtN) (I)(th\mtl)
L X(TN) i | q)(TN)tl) ]
" &(T,,,T,,)B 0 0 T
®(Ty, T}, )B 0 0
: : : T A
®(T},, Ty,) B ®(T;,,T;,)B ... 0 gETtlgAZ;
+| T+, T)B 2(Thp41,T)B ... 0 ”
: : : T .A
T, Tw)B (T Ty)B ... O(Ty.Ty)B| T8N
_(I)(TMyTtl)Bﬁ(Ttl) ®(Tm, Tt,)B ... cI)(T]\/DTITN)B_
On écrira de maniere compacte I’équation (I1.7.7) sous la forme
X =®X(t;) + BAV (IL.7.8)
ol
X =[XYTv),..., X" (Tw))
et

AV = [B(Ty,) Avy, . .., B(Ti, ) Aoy = [AVHTY,), ..., AVHT, )]

En ré-introduisant le probleme discrétisé de satisfaction de contraintes (I1.7.6) dans le
probleme (I1.7.2), nous obtenons le schéma d’optimisation en fonction de AV :

J(AV) = min J.
sous
X = ®X(t,) + BAV

\Il(t17X<tl),tf,X<tf)> —_ 0
(IL.7.9)
AV (T})| < Aw; Vi=1,---,

i

AV,(T,)| < AT Vi=1,--,
[AVA(T,)| < AT Y i=1,-,

===

V(X (T)),w(Ty),Tj) <0, j=1,.... M
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Ce schéma d’optimisation est linéaire en AV si v(X, u,t) est une application linéaire.
Dans la littérature relative aux méthodes de tirs pour le rendez-vous, une classification
naturelle des travaux peut se faire suivant la matrice de transition utilisée. La matrice de
transition choisie reflete notamment les conditions de modélisation orbitales envisagées
par les auteurs et par conséquent, elle caractérise la portée de leurs travaux.

7.3 Formulation du probleme de RAV en program-
mation linéaire

Dans cette section, un algorithme de résolution du probleme de rendez-vous basé sur
la programmation linéaire est présenté. La démarche suivie est fondée sur les méthodes
de tirs. Nous proposons, dans un premier temps, de traiter un probleme sans incertitude
ou les conditions initiales et finales sont connues et fixes. Ce probleme s’apparente au
probleme traité dans le chapitre précédent par les méthodes indirectes. Les principales
différences se situent au niveau du nombre et des dates d’application des impulsions qui
sont fixées ici. D’autre part, le critere de cotit retenu est la norme £, car elle offre la
possibilité d’une reformulation du probleme de minimisation en un probleme linéaire par
I'introduction de variables intermédiaires.

Les différents problemes que nous traitons dans cette section sont réécrits sous la forme
d’un probleme de programmation linéaire de forme générale :

min  C'x
X

(I1.7.10)
sous Az <b

avec x € R" la variable a optimiser et A € R?" b € RY et C™ les parametres du pro-
bleme. L’implantation MATLAB() nécessite la distinction entre les contraintes égalités
et inégalités. Ainsi la forme générale du probleme de programmation linéaire (I11.7.10) se
précise de la facon suivante :

min  Clx
xT

Aegt = beg (I1.7.11)
Sous

Le probleme de guidage (I1.7.9) peut se résumer au probléme suivant, si I'on considére la
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fonction de cotit J; pour N impulsions :

JAV) = win AV,
SOous

—Av; < AV, ()

<
—Av; < AV, (t;) < Av;
<

—Av; < AV,(t)

ou AV est le vecteur défini par :

AV = :
AV, (tn)
AV, (tn)
AV, (t,)

N

c R?)N

(11.7.13)

Le probleme (I1.7.12) ne répond pas a priori a cette définition notamment a cause de
la fonction de cout |AV| qui est une fonction linéaire par morceaux. Il est ramené a
la formulation linéaire classique par 'utilisation d’un vecteur de variables additionnelles

7 € RN qui vérifient :

AV; < Z; .
. Vi=1,--- 3N
—-AV; < Z;
On notera AV; le :¢™¢ élément du vecteur AV aveci=1,---,3N.

Le probleme (I1.7.12) se reformule en fonction de AV et Z comme :

3N
J(AV) = min Z;
AVZ
sous

X(tp) =0ty t1)X (1) +

AV, < Z;

—-AV; < Z;

[Z3iv1, Zsiva, Zsivs)t < Aviyy ,Vi=0,--- ,N—1

i=1

P(ty, t;) BAV (t;)

(11.7.14)

(11.7.15)
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Nous allons maintenant construire les matrices A, b et C' du probleme (I1.7.10). Tout
d’abord, le vecteur des variables de décision est :
T =[Z" AV

I1.7.16
:[Zlu"'7Z3N7A‘/17"'7A‘/3N]t ( )

Dans ce cadre, les contraintes du probleme précédent (I1.7.15) peuvent se réécrire :

X(ty) = @ty t1)X (1) = [Pty t))B ... ®(ts,tn)B] [0sn Isn] T
l:?N _IiN ] T < O3nx1
" w (I1.7.17)

Av, I3
[Isv O3n] T < :
AvnI;

avec I, € R¥ le vecteur dont tout les éléments sont égaux a 1.
La distinction entre les égalités et les inégalités dans les contraintes mene a ’écriture des

matrices Aeg, beg, Ain €t by, du probleme (I1.7.11) :
Ay = [®(ts,t1)B ... @(ty,tn)B] [Oan Isn] (I1.7.18)
beg =X (ty) — ®(ts,t1) X (t1) (I1.7.19)
[—Iin sy
Ain=|—Iin —Iziv (I1.7.20)
| iy Oan
[ Osv
Avllg
bin = : (I1.7.21)
_A—vN[3

Finalement, le probleme équivalent au probleme de guidage (11.7.15) est le suivant :

mgn ctYy
Oty t)B ... @t tn)B [ogN IgN]T:X(tf)—é(tf,tl)X(tl)
JA Oaw
SOus SN BN Av, I
—Izy —In| T < .
\ Isy O3y ENI
(11.7.22)
avec .

Isn
C =
o)
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7.4 Guidage robuste aux incertitudes de navigation

7.4.1 Introduction

Les inexactitudes et perturbations que peuvent subir les parametres du probleme de
commande optimale ont comme conséquences de générer des incertitudes dans les don-
nées du probleme de programmation linéaire. Dans ce cadre, plusieurs techniques de pro-
grammation sont envisageables pour traiter de genre de situations. La programmation
stochastique et la programmation convexe robuste sont les méthodes les plus couramment
utilisées dans la littérature.

La programmation stochastique [10] permet de considérer les cas ou les incertitudes sont
des variables aléatoires dont les fonctions de distribution ainsi que les propriétés stochas-
tiques sont connues ou estimables. Les solutions obtenues sont dans ce cas admissibles et
réalisent les contraintes du probleme pour la majorité des valeurs que peuvent prendre
les incertitudes. Cependant, I’admissibilité des solutions n’est pas garantie pour toutes les
réalisations.

La programmation conveze robuste [9, 32] est destinée a des cas ou seules les bornes sur la
valeur de l'incertitude sont connues. Aucune autre information n’est requise par ces mé-
thodes basées sur 'analyse pire-cas. Les solutions obtenues sont dans ce cas admissibles
et réalisent les contraintes pour toutes les réalisations d’incertitudes.

Dans le cadre du rendez-vous que nous considérons dans cette these, nous nous intéres-
sons en particulier aux erreurs de navigation qui peuvent affecter la condition initiale
en position/vitesse relative. Ces erreurs sont de maniere générale de nature a favoriser
I'utilisation des techniques de programmation convexe robuste. En effet, seules des bornes
min-max sur les incertitudes sont connues. De plus, les méthodes convexes robustes mene
a considérer a partir du probleme nominal de guidage déja présenté, des problemes de pro-
grammation convexe ou l'optimalité est certifiée. Cette démarche présente des avantages
numériques également lors de I'implantation.

7.4.2 Programmation mathématique et incertitudes

L’optimisation robuste se base essentiellement sur des programmes mathématiques
avec des données incertaines. Il s’agit de programmes a structure fixée dont les données
sont mal connues et peuvent appartenir a un ensemble.

Soit le probleme d’optimisation de forme générale donné par :

min fo()

sous  fi(x, Aj(u;)) <0 i=1,...,m (I1.7.23)
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u; € R* est un vecteur de parametres influencant les données A; du probleme.
Un probléme incertain est constitué d’une collection de programmes de la forme (11.7.23) :

Ir;in Jo(x)

sous  fi(x, Aj(u;)) <0 VA, €U, i=1,...,m (I1.7.24)

o les U; € R sont les ensembles d’incertitudes considérés clos. On définit I’ensemble
U:U1XU2X---XUm.
L’optimisation robuste repose sur trois hypotheses fondamentales [32, 9] :
— les variables d’optimisation x doivent étre déterminées par résolution du probleme
(I1.7.24) avant que les données réelles du probleme soient connues;
— les garanties qui peuvent étre obtenues ne sont valables que si les données sont
inclues dans leurs ensembles U; respectifs ;
— toutes les contraintes f;(x, A;(u;)) < 0 doivent étre respectées sans exceptions, tant
que A; € U;.
Dans ces conditions, les solutions obtenues sont robustes aux incertitudes sur les données
A,;. Toute solution x vérifiant les trois conditions est une solution admissible et robuste.
Son cofit est calculé par le biais de la fonction fy pour la réalisation la plus défavorable
des incertitudes. On qualifie cette technique d’approche pire-cas. Une formulation sous
forme d’un probléme min-max permet de retrouver la solution optimale robuste pour le
probleme et ’ensemble des réalisations des incertitudes :

R v AL
sous  fi(x,Aj(u;)) <0 VA, €U, i=1,....,m (I1.7.25)

Cette formulation est appelée contrepartie robuste du probleme (I1.7.24) (de la notation
anglo-saxonne robust counterpart).

Dans le cadre du rendez-vous, nous nous intéressons en particulier aux problemes d’opti-
misation linéaire. Soit le probleme d’optimisation incertain et linéaire de la forme :

min Ctx
X

sous Ar+b<0 (Ab)eU (11.7.26)

La contrepartie robuste du probleme (I1.7.26) s’écrit a I’aide de la structure de 1’ensemble
U des réalisations des données du probleme, a savoir A et b :

k
U = {[A, bl = [A°0°] + Z (A 0], ujeld; C Rk} (I11.7.27)

j=1

ott la paire [A%, 0°] représente les réalisations nominales et les paires [A7, b/] représentent les
dépendances de A et b vis-a-vis de I'incertitude u;. U; est I'espace contenant l'incertitude
Uj.

La contrepartie robuste du probleme (I1.7.26) est donnée par :

min max Ctx
x (Ab)eU

sous Az +b<0 (Ab) eU (I1.7.28)
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7.4.3 Contreparties robustes aux ensembles d’incertitudes ellip-
soidaux

Dans la suite nous considérons que les incertitudes sur les conditions initiales, induites
par les erreurs de navigation, sont de type ellipsoidal. Les ensembles de ce type ont été étu-
diés par Ben-Tal [9] & El Ghaoui [32]. La popularité de cette forme d’ensembles est due a
ses propriétés géométriques proches des conditions rencontrées en pratique et sa définition
mathématique offrant une grande souplesse et permettant de formuler des contreparties
robustes simples.

Une incertitude de type ellipsoidal se définit par son ensemble [9] :

{I(u), u € R", [|ull, < 1} (11.7.29)
ot IT est une application affine de R¥. L’ensemble U est, dans ce cas, donné par :
U= {u e R*, ||ul]2 < 1}

L’application II permet de modeler I'effet de I'incertitude sur les différentes données du
probleme.

La contrepartie robuste d’un probleme linéaire incertain dont les incertitudes sont de type
ellipsoidal a été proposée dans [9] et [32] indépendamment :

min Clx
k
sous A%z + b < Z (Alz + b7 (I1.7.30)
7j=1

on U = {[A,b] = [A% 0+ ) [Aj,b]]}.

J=1

7.4.4 Application au probleme du rendez-vous
7.4.4.1 Relaxation de la condition finale

Lorsque la condition initiale du rendez-vous est affectée par des incertitudes sur les
position/vitesse relatives, un plan de manceuvre ne peut plus garantir que la condition
finale soit respectée. Ceci est lié a la nature de I’équation de propagation du mouvement
qui, sauf exception, associe a chaque condition initiale une condition finale distincte.
Afin de pouvoir assurer la robustesse du plan de manceuvre dans ces conditions, nous
sommes amenés a relaxer la condition finale. Il ne s’agit plus de viser un point final précis,
mais plutot un ensemble d’arrivée. L’ensemble d’arrivée est déterminé en fonction de la
tolérance sur les erreurs au point d’arrivée. Nous avons choisi dans cette these d’utiliser
des ensembles d’arrivée de forme polytopique (cf. figure 7.1).
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Dans le cas ou la condition sur I’état final est relaxée, I’état d’arrivée doit appartenir
a un ensemble 2 :

X(t;) € Q (11.7.31)

En particulier, si I’ensemble d’arrivée est un polytope, 'appartenance peut étre exprimée
a I'aide d’une inégalité matricielle :

avec X(ty) = ®(t;, t1)X (t) + Y _ O(ty,t;) BAV (t;).

i=1
Le probleme d’optimisation est donc modifié afin d’inclure cette nouvelle contrainte :

3N
AV.Z
SOous
N
H(®(ty,t1)X (1) + > _ Oty t;) BAV (L) < K
i=1 (11.7.33)
AV, < Z;
—-AV; < Z;

(Zsiv1, Zsira, Zsivs]' < Avigq NV i=0,--- ,N—1

Cela donne le probleme de programmation linéaire suivant :

m%n ctY
(
H ([0 t0B . @ty tn)B] [0n x| T+ @(tp, 1) X (1)) < K
O3n
sous v Loy Av I
—Iiy —Iiv| T < .
Iy O3y ENI

\

(11.7.34)

avec O = {I?’N} .
Osn

7.4.4.2 Formulation du RdV robuste en programmation linéaire

On se pose comme objectif de déterminer la solution a cotit minimal qui permet de
garantir 'appartenance du point d’arrivée a une région (polytopique) donnée sous 1'effet
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d’incertitudes sur ’état initial contenues dans un ellipsoide donné (voir figure 7.1). Ces
incertitudes sont définies a travers 1’équation :

X(t) = X°%t) + Pu, v'u <1 (I11.7.35)

oll v € RY est un vecteur inconnu qui représente la perturbation. P, est une matrice
définie positive qui défini 'ellipsoide de l'incertitude. La formulation du probleme sans

Ellipsoide de départ

Polytope d’arrivée

Fi1Gg. 7.1 — Guidage robuste

prise en compte des incertitudes a déja été traitée dans la section précédente. Elle peut
étre formulée ainsi :

min  C!'Y
T (11.7.36)
sous AY <b
ol .
O3 H [®(tr,t1)B ... P(ts ty)B]
—I3n Isn
A p—
—1I3n —I3n
| Isn O3n
(K — HO(tg, )X ()]
&N (I1.7.37)
b — A’Ull
I AvyI .
I3y
C p—
o]

L’incertitude sur I’état initial affecte la matrice b. L’ensemble U est défini comme :
2N
U = {b:bo+2ujbj, utu < 1} (I1.7.38)
j=1

ol les b’ sont donnés par :

K — HO(t, t1) Xt =0
{ (£, 1) XP(t) - pour j (11.7.39)

H®(ty,t,)P? sinon
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et P est la 7™ colonne de P,.
Une solution a cette classe de problemes a été donnée par Ben-Tal et Nemirovski dans [§]
ainsi que par El Ghaoui dans [32] :

min  C'Y
T

sous A, T < b) + Z (b{)Q, pour chaque ligne 7 de b (I1.7.40)

J

Cette contrepartie robuste a une structure linéaire permettant d’exploiter les outils de
programmation linéaire. Ceci est un facteur tres important qui conditionne la possibilité
d’embarquer les algorithmes que nous développons dans la suite. Le choix des ensembles
d’incertitudes et de la relaxation de la condition finale peut mener vers une formulation
SDP, voire NP-difficile de la contrepartie robuste, rendant I'implantation moins facile a
réaliser.

7.5 Présentation de I’algorithme RDV-DIR

L’algorithme RDV-DIR se charge de la résolution du probleme de rendez-vous par
la programmation linéaire. La résolution est basée sur la formulation (I1.7.40) destinée au
probleme de rendez-vous robuste vis-a-vis des incertitudes sur I’état initial et a condition
finale relaxée. Cette formulation englobe les autres cas (nominal, condition finale relaxé).
En effet, il suffit d’annuler la matrice P, pour revenir a un cas non robuste aux incertitudes,
a condition finale relaxée. De méme, si la matrice K dans I’équation (I1.7.34) est annulée,
on retombe sur le cas nominal (boite d’arrivée réduite au point Xy).

7.5.1 Entrées et sorties de ’algorithme RDV-DIR

Les entrées de 'algorithme RDV-DIR peuvent étre résumées dans ce qui suit :

— conditions initiales et finales du rendez-vous ¢, X (t1) et ty, X (¢y);

— parametres orbitaux de la cible a t ;

— nombre d’impulsions N ;

— tolérance sur la condition finale X,,, qui correspond au polytope entourant X (¢¢);
— incertitude sur I’état initial P, qui correspond a l'ellipsoide entourant X (t1).

L’horizon [t1,tf] est ensuite discrétisé en N points, et les matrices de la formulation
(I1.7.40) sont construites. Une routine de programmation linéaire se charge ensuite de
résoudre le probleme d’optimisation pour aboutir aux sorties suivantes :

— le cott optimal de 'opération, si le probleme est réalisable ;

— les impulsions AV; de la configuration optimale.




tel-00546293, version 1 - 14 Dec 2010

196 7. OPTIMISATION DES TRAJECTOIRES DE RDV PAR LES METHODES DIRECTES

7.5.2 Mise en ceuvre pratique

L’optimisation linéaire est réalisé sous MATLAB(C) grace au fonction de la biblio-
theque OPTIMIZATION TOOLBOX et notamment la fonction linprog.m. La syntaxe ap-
pliqué dans les algorithmes est la suivante :

[Z_DV,cout,flag,output] = LINPROG(C,Ain,Bin,Aeg,Beg,[],[],[],options);

Parmi les données d’entrées, les matrices C, Ain,Bin Aeg et Beg correspondent respective-
ment aux matrices C, Ajy,, bin, Aey €t be, définies plus haut. La variable options est une
structure contenant I’ensemble des parametres de ’algorithme. Dans la longue liste des
options possibles, les suivantes peuvent nous intéresser plus particulierement :

Display Cette option permet d’afficher ou non des informations sur le déroulement
de l'optimisation. Dans le cas d’une inclusion de la fonction de guidage dans une
architecture logicielle, sa valeur sera fixée par la chaine de caractere off’.

MaxIter Ce parametre fixe le nombre d’itérations autorisé pour obtenir un résultat.
Ce parametre est utile lorsque 1'on veut imposer un temps de calcul limité. La
contrepartie est qu’en limitant le temps de calcul, 'algorithme est contraint de
s’arréter avant la convergence de celui-ci.

Simplex Lorsque cette option est activée, elle permet d’imposer & MATLAB() 1'uti-
lisation du SIMPLEX au lieu d'une méthode de point intérieur utilisée par défaut.

TolFun Cet argument est la tolérance souhaitée sur la valeur du cotit. On demande a
I’algorithme de s’arréter lorsque le cout progresse d’une valeur inférieure a celle de
TolFun. Ce parametre ne peut-étre utilisé que dans le cas d’une méthode par point
intérieure (méthode utilisée par défaut).

La génération de la variable options telle qu’elle est réalisée par défaut dans l’algorithme
de guidage est la suivante :

options = optimset(’Display’,’off’,’TolFun’,1e-8);

Les sorties de l'algorithme sont les variables Z_DV, cout, flag et output. Les variables
Z_DV et cout correspondent respectivement au vecteur optimal T* et au cotit optimal J*.
Un statut flag égal a 1 indique que I’algorithme a convergé vers une solution optimale.
Si le statut est égal a 0, alors I'algorithme a atteint le nombre maximal d’itérations al-
loué en fournissant une solution admissible et non optimale. Un statut négatif indique
qu’il n’existe pas de solution faisable ou un probléeme qui peut étre numérique. La va-
riable output est une structure qui rassemble les informations de sortie d’algorithme. On
pourra notamment trouver au sein de cette structure le nombre d’itérations effectuées
pour atteindre 'optimum (output.iterations) et un message précisant la signification
du statut (output.message).

La matrice de transition utilisée dans I'implantation pratique est celle de Yamanaka-
Ankersen donnée dans [84]. Nous considérons des transferts entre trajectoires elliptiques
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non perturbées. Du fait du découplage plan/hors-plan des dynamiques relatives, les trans-
ferts considérés sont uniquement dans le plan X — Z du repere local LV LH.

7.6 Conclusions

Les méthodes directes présentées dans ce chapitre sont destinées a synthétiser des al-

gorithmes permettant de prendre en compte un grand nombre de contraintes dynamiques
et statiques supplémentaires tout en gardant une charge numérique raisonnable. Grace
a la grande flexibilité qu’offre la programmation linéaire, I'implantation pratique des al-
gorithmes fondés sur les méthodes directes est facilitée. De plus, nous avons vu que les
contraintes engendrées par la robustesse aux incertitudes causées par les erreurs de na-
vigation peuvent étre prises en compte a travers une reformulation du probleme tout en
préservant sa structure linéaire.
L’optimalité globale des résultats obtenus ne peut étre garantie, en particulier par rap-
port aux dates d’application des impulsions. Ceci est la conséquence de la discrétisation
nécessaire pour passer en dimension finie et exploiter les outils de programmation mathé-
matique. L’utilisation d’un grand nombre d’impulsions permet d’approcher 'optimum. En
effet, on peut montrer que les conditions d’optimalité de Kuhn-Tucker tendent dans ce cas
vers les conditions nécessaires et suffisantes d’optimalité issues du principe du maximum
de Pontryagin [11]. Cela se fait au détriment de la complexité numérique et du temps
de calcul qui augmentent logiquement, rendant 'implantation plus complexe a mettre en
ceuvre.
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8.1 Introduction et considérations pratiques

Dans les deux chapitres précédents, nous avons présenté plusieurs approches différentes
de résolution du probleme de rendez-vous a consommation minimale. Ces approches visent
a résoudre des problemes similaires a ’aide de techniques différentes et pour des objectifs
qui peuvent étre distincts.

Des méthodes conventionnelles ont été présentées au début de cette partie. Elles reposent
sur des outils de la mécanique spatiale et permettent une résolution simplifiée du probleme
de rendez-vous sans pour autant garantir I’optimalité de la consommation.

Les méthodes indirectes reposent sur une formulation analytique du probleme de com-
mande optimale associé au rendez-vous a consommation minimale. L’utilisation du prin-
cipe de Pontryagin et des outils de commande optimale permettent de construire des
algorithmes assurant 'optimalité globale des résultats. Les difficultés liées a la nature non
linéaire de certaines contraintes du probleme ont été contournées grace a une reformula-
tion polynomiale du probleme. L’inconvénient majeur constaté est la limitation induite
par les contraintes supplémentaires. En effet, le probleme d’évitement de collision ou les
limitations physiques sur les poussées sont difficiles a envisager a ’aide des techniques
indirectes. La robustesse vis-a-vis d’incertitudes de navigation n’est pas prise en compte.
Aussi, les méthodes directes offrent-elles une alternative en permettant de pallier ces dif-
ficultés. Toutefois, 'optimalité du plan de manceuvres n’est pas garantie dans ce cas et le
colit peut étre relativement éloigné de la consommation optimale.

Le choix de I'une de ces méthodes repose sur le contexte du probleme traité. Si 'optima-
lité est privilégiée, les méthodes indirectes sont naturellement choisies. La robustesse, les
contraintes dynamiques et statiques supplémentaires ainsi que la facilité d’implantation
favorisent les méthodes directes. Ces méthodes sont plus adaptées au calcul en temps réel
grace a 'utilisation d’algorithmes efficaces tels que le SIMPLEX qui devraient permettre
d’embarquer I'ensemble des opérations de calcul a bord du satellite en orbite a plus ou
moins long terme. Les méthodes conventionnelles offrent des possibilités d’implantation
plus élargies que les méthodes directes et indirectes car elles ne nécessitent pas des pro-
cédés complexes d’optimisation.

Dans ce chapitre, nous proposons différents scénarii de rendez-vous issus de missions
réelles ou de cas académiques. Les méthodes directes et/ou indirectes sont mises en ceuvre
pour résoudre ces cas. Ceci permet de démontrer 'efficacité des algorithmes proposés et
d’effectuer des comparaisons et des analyses sur les résultats obtenus.

Les simulations présentées dans la suite sont réalisées sous Matlab(c) version 7.4.0.129
et Simulink®) version 6.6.1. Le calculateur utilisé est un Intel® Dual E4400 a 2GHz avec
2Go de RAM sous Linux Fedora 8. L’optimisation par programmation linéaire est réalisée
a I'aide de linprog de Optimization Toolbox version 3.1.1 a travers l'interface Yalmip. La
résolution des systemes d’équations polynomiales est opérée a 1’aide du logiciel PhcPack
de Verschelde [82] version 2.3.5.6 du 28 juin 2010. L’optimisation polynomiale par relaxa-
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tions convexes est réalisée a l'aide du logiciel Gloptipoly 3.6.1 (23 Avril 2010) développé
au LAAS [37, 38]. Les différents calculs relatifs & la méthode heuristique sont réalisés a
I’aide de la fonction FMINCON faisant partie de Optimization Toolbox sous MATLAB(©).
La fonction FMINCON est basée sur les techniques SQP (Sequential Quadratic Program-
ming) pour l'optimisation non linéaire sous contraintes.

8.2 Exemples académiques de Carter

8.2.1 Présentation des exemples de Carter

Les exemples académiques de Carter sont issus de l'article [20]. Tl s’agit de rendez-vous
entre orbites circulaires. Dans la référence [20], auteur ne donne pas de valeur pour le
demi-grand axe et les durées sont mesurées a travers I’anomalie vraie. Les impulsions ainsi
que la consommation sont normalisées par rapport au mouvement moyen n.

Nom de la mission Carter-A [20]
Excentricité de la cible e 0
Anomalie vraie de la cible au début du rendez-vous v (deg) 0
Date de début du rendez-vous t; (s) 0
Date de fin du rendez-vous t; (s) 1 période

x(ty) 1
Etat initial X (¢;) = v:(gl))/n (km,m/s) 8
v(t1)/n LVLH 0
(ty) 0
Etat final X(t;) = Uj(i?;)/n (km,m/s) 8

v(te)/n | vy 0.427

TAB. 8.1 — Données de la mission ’Carter-A’
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Nom de la mission Carter-B [20]
Excentricité de la cible e 0
Anomalie vraie de la cible au début du rendez-vous vy (deg) 0
Date de début du rendez-vous t; (s) 0
Date de fin du rendez-vous t; (s) 1 période
ZE(tl) [ 0 i
. . Z(tl) 1
Etat initial X (¢;) = ve () /. (km,m/s) 0
v=(t)/1 | 1y | 0
{L‘(tf) 0
_ | ) 0
Etat final X (tf) = wlts) (km,m/s) 0
vt/ ]y L 0
TAB. 8.2 — Données de la mission 'Carter-B’
Nom de la mission Carter-C [20]
Excentricité de la cible e 0
Anomalie vraie de la cible au début du rendez-vous vy (deg) 0
Date de début du rendez-vous t; (s) 0
Date de fin du rendez-vous t; (s) 1 période
ZE(tl) [ 1 i
. o Z(tl) 0
Etat initial X (¢1) = on(h) (km,m/s) 0
v(t) /1 | 1y | 0
l‘(tf) 0
_ | (ty) 0
Etat final X (¢;) = olt) (km,m/s) 0
Uz(tf)/n LVLH L 0]

TAB. 8.3 — Données de la mission 'Carter-C’

8.2.2 Validation et comparaison des approches indirectes

Les résultats obtenus a 1’aide des algorithmes RDV-IND1 et RDV-IND2 sont com-
parés aux résultats présentés par Carter dans [20]. Pour ce faire, les cas Carter-C,
Carter-B ainsi que Carter-A sont résolus par les algorithmes indirects. Les résultats
obtenus sont portés sur les tableaux et figures suivantes.
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—
1 . — 8
2 § 1
0.8 15 g 0.8
06 206
L =
0.4 1 < 0.4
RDV-INDI1 05 o
0.2 RDV-IND2 [{ = 02
Carter 2O
0 0 0
0 2 4 6 0 2 4 6 0 2 4 6
Anomalie vraie (rad) Anomalie vraie (rad) Anomalie vraie (rad)
(a) Carter-A (b) Carter-B (c) Carter-C

F1G. 8.1 — Module du primer vector pour les différents cas de Carter

Les solutions obtenues par les algorithmes RDV-IND1 & RDV-IND2 peuvent étre

caractérisées comme suit :

a- pour le cas Carter-C, la solution obtenue est une solution a 4 impulsions, dont la
2¢m¢ est tres rapprochée de la premiere et la 3¢ est tres rapprochée de la quatrieme
impulsion. Ceci confere a cette solution une forme similaire a une trajectoire a deux
impulsions ;

b- pour le cas Carter-B, la solution optimale est a 3 impulsions;

c- pour le cas Carter-A, la solution optimale est a 4 impulsions.

A partir de la figure 8.1, la premiere observation qui s’impose est que les deux algorithmes
indirects fournissent des résultats tres proches. Pour tous les cas traités, ’algorithme
RDV-INDL1 certifie et confirme I'optimalité des sorties de 'algorithme RDV-IND2 tout
en prouvant la non-existence de solutions optimales avec un nombre différent d’impulsions.
D’ailleurs, il n’existe pas a notre connaissance de cas de figure ou une solution optimale
avec un nombre d’impulsions différent du nombre déterminé par I’algorithme mixte existe.
Les solutions vérifient toutes les conditions nécessaires et suffisantes d’optimalité de Carter
[20]. Les solutions données par Carter ne sont pas optimales du fait du choix de dates
d’application des impulsions opéré a priori. Seule la solution du cas Carter-A est tres
proche de la solution optimale grace a un choix judicieux des dates d’impulsions qui n’est
toutefois pas expliqué dans [20].

La figure 8.2 représente les trajectoires d’état obtenues par propagation linéaire basée sur
la matrice de Yamanaka-Ankersen. Les trajectoires obtenues par les algorithmes indirects
sont quasi identiques et sont représentées sous la notation RDV-IND (en rouge). Toutes
les trajectoires partent des conditions initiales respectives des problemes résolus pour
arriver aux conditions finales données dans [20]. Cependant, une exception est a signaler
au niveau du cas Carter-B : la solution donnée par Carter ne permet pas de réaliser le
rendez-vous en position et une erreur de 'ordre de 0.2 m apparait a t;. Les trajectoires
d’état pour le cas Carter-A sont quasi identiques et confirment la proximité des résultats
obtenus par les algorithmes indirects a ceux de Carter. En ce qui concerne le cas Carter-
C, les trajectoires obtenues sont tres proches, mais nous verrons qu’elles different au
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niveau de leur consommation respective.

0.4
RDV-IND
0.2 Carter
-0.2
0.4 -
0 05 1 15 0 0.5 1 0375 05 1
Xeven (m) Xpven (m) Xeven (m)
(a) Carter-A (b) Carter-B (c) Carter-C

FiG. 8.2 — Trajectoire du chasseur dans le plan pour les différents cas

8.2.2.1 Le cas Carter-A

Le tableau 8.4 reprend les résultats numériques pour le cas Carter-A. Les solutions
sont tres proches a cause d'un choix judicieux des dates d’impulsions par Carter. Ces
dates s’approchent des dates optimales déterminées par RDV-IND1 et RDV-IND2.
Ceci étant dit, le faible décalage entre les dates optimales et les dates pré-fixées cause une
différence de cout de 0.8% qui ne peut étre négligée. Les résultats relatifs a A confirment la
grande sensibilité des trajectoires a ce parametre pour les raisons évoquées précédemment.

Carter [20] RDV-IND1 RDV-IND2
Dates (rad) {0, g 37” 27TJ [0, 1.7005, 4.5937, 2] | [0, 1.7017, 4.5867, 27]

Impulsion 1 [AV,, AV.] | [-0.0273, 0.0344] [—0.0267, 0.0332] [—0.0269, 0.0334]
Impulsion 2 [AV,, AV.] | [0.0897, 0.0119] [0.0916, 0.0047] [0.0920, 0.0046]
Impulsion 3 [AV,, AV,] | [-0.0897, 0.0119] [—0.0909, 0.0047] [—0.0907, 0.0043]
Impulsion 4 [AV,, AV.] | [0.0273, 0.0344] [0.0259, 0.0322] [0.0257, 0.0318]

—0.0660 —0.0658 —0.0658

N —0.6511 —0.6471 —0.6470

opt 0 0.0029 0.0034

—0.6219 —0.6216 —0.6209

Coit L, 0.3266 0.3100 0.3094

Cotit Lo 0.2688 0.2667 0.2667

TaAB. 8.4 — Comparaison des résultats normalisés pour le cas 'Carter-A’
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8.2.2.2 Le cas Carter-B
Carter [20] RDV-IND1 RDV-IND2
Dates (rad) [0, g 27r] [0, 2.3981, 271] [0, 2.4085, 271]

Impulsion 1 [AV,, AV,]
Impulsion 2 [AV,, AV,]
Impulsion 3 [AV,, AV,]

)\opt

COflt L1

COflt L2

[1.6294, —0.6667]
[0.3901, 0.0964]
[—0.0633, —0.0259)]
0.0939
0.2724
0.5211
1.9300
2.8718
2.2308

[1.7757, —0.3891]

0.2910, —0.0147]

[—0.0666, —0.0145]
0.1035
0.0071
0.2236
1.4241
2.5516
2.1773

[1.7771, —0.3843)
0.2810, —0.0160]
[—0.0671, —0.01433]
0.1036
0.0042
0.2223
1.4220
2.5487
2.1771

TaB. 8.5 — Comparaison des résultats normalisés pour le cas 'Carter-B’

Le tableau 8.5 compare les résultats relatifs au cas Carter-B. Méme si le nombre
d’impulsions est identique, les solutions obtenues par les méthodes indirectes different de
celles présentées par Carter au niveau de la date de la deuxieme impulsion. Le gain en
consommation est de l'ordre de 2.5%. La solution présentée par Carter n’est pas optimale
a cause du choix de la date de AV5 qui n’est pas optimisé.

8.2.2.3 Le cas Carter-C

Dans le tableau 8.6, une comparaison des valeurs des impulsions et de la condition
initiale du primer vector est donnée. La solution présentée par Carter est une solution
a deux impulsions, la premiere étant a ¢; et la derniere a t;. Les solutions obtenues
par RDV-IND1 ainsi que RDV-IND2 sont a 4 impulsions. La proximité des dates
d’application de AV; et AV, d'un coté, et de AVs et AV, de l'autre, rend ces configurations
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assimilables a une configuration a 2 impulsions.

Carter [20]

RDV-IND1

RDV-IND2

Dates (rad)
Impulsion 1 [AV,, AV,]

Impulsion 2 [AV,, AV,]

Impulsion 3 [AV,, AV,]
Impulsion 4 [AV,, AV,]

[0, 0.4127, 6.2163, g}
[0.0527, —0.0027]

1073 x [0.1881, —0.0100]

[—0.0454, —0.0027]
[—0.0075, —0.0004]

[0, 0.1010, 6.2150, g
[0.0455, —0.0024]

[0.0074, —0.0004]

[—0.0326, —0.0017]
[—0.0203, —0.0011]

0.1061 0.1059 0.1060
\ —0.2387 —0.1556 —0.1589
opt 0 0.0402 0.0034
0.9996 1.0788 1.0053

Cott Ly 0.1061 0.1118 0.1114
Cotit Ly 0.1061 0.1060 0.1059

TAB. 8.6 — Comparaison des résultats normalisés pour le cas 'Carter-C’

La diminution du cout Ly est de l'ordre de 0.2% par rapport au cas a 2 impulsions
et semble faible. Cependant, il faut garder a l'esprit qu’il s’agit d’un cout normalisé par
n — le mouvement moyen — et que les impulsions sont normalisées également par rapport
a la masse du chasseur. Cela peut avoir une incidence significative sur I'amélioration du
cout par I'addition de ces deux impulsions. Les valeurs de la condition initiale de 1’état
adjoint A sont tres proches et confirment la grande sensibilité des méthodes indirectes par
rapport a cette variable. En effet, on bascule d'une configuration a 2 impulsions vers une
configuration a 4 impulsions pour une tres petite variation de \.

8.2.3 Détails des itérations de ’algorithme RDV-IND2

Les étapes de la résolution par l'algorithme RDV-IND2 pour le cas Carter-B sont

détaillées sur la figure 8.3, ou chaque itération est associée a sa procédure de modification
de T}y, correspondante (voir la description de I'algorithme RDV-IND2). L’évolution du
cout pendant I'optimisation est représentée sur la figure 8.4.
Sur la figure 8.4, la diminution du cout valide I'utilisation des résultats de Lion & Handels-
man pour l'addition ou le déplacement des impulsions a chaque itération. On remarque
que le cott diminue tres fortement entre l'itération 1 et 2. Il s’agit du passage d’une
configuration a 2 impulsions vers une configuration a 3 impulsions. Notons que la solution
optimale dans ce cas précis est a 3 impulsions. Les itérations restantes servent a ajuster
la date de I'impulsion intermédiaire.
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Fic. 8.4 — Evolution du cotit pour le cas 'Carter-B’ par 1'algorithme RDV-IND2

Les graphiques de la figure 8.3 illustrent le déroulement de 'optimisation par 1’algo-
rithme RDV-IND2 pour le probleme Carter-B.
A l'itération 1, un probleme a deux impulsions situées a t; et ¢; est résolu. La trajectoire
du primer vector est propagée ensuite, et le maximum de sa norme est localisé a t,,,.
Le nombre d’impulsions étant inférieur au nombre maximal (2 < 4), une impulsion est
ajoutée a t,,, = 3.14.
A Titération 2, un nouveau probleme a trois impulsions ¢, ¢,,, t; est résolu. La norme
du primer vector est évaluée et son maximum est localisé a t,,, = 3.14. De nouveau, une
impulsion est ajoutée a t,,,.
Lors de la troisieme itération, un probleme a 4 impulsions est résolu. Le maximum du
primer vector étant toujours supérieur a 1 (situé a t,,,), on procéde a un déplacement
d’impulsions & cause du nombre N déja égal au maximum d’impulsions autorisé. Ainsi,
tm, €t t,,, sont déplacées a t,,,,. Le nouveau probleme est donc a 3 impulsions. Les autres
itérations se déroulent d'une maniere analogue jusqu’a ce que la norme du primer vector
n’excede pas 1. Ceci a lieu a l'itération 10, d’ou la convergence et I’arrét du processus.

8.3 La mission ATV

8.3.1 Présentation de la mission

Le véhicule automatique de transfert européen (en anglais, Automated Transfer Vehicle
ATYV) est un engin spatial destiné a ravitailler la station spatiale internationale [47]. I
a remplacé les vaisseaux russes Progress M a partir de mars 2008. L’ATV est en mesure
de transporter 7,6 tonnes de charges avec comme mission principale le ravitaillement des
astronautes de la base spatiale ISS. L’ATV permet également d’effectuer des corrections
d’orbite de la station internationale. La phase du homing du rendez-vous de ’ATV avec
la station internationale est reprise ici (cf. tableau 8.7).
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8.3.2 Simulations et résultats pour le cas nominal

Le cas ATV est résolu a I'aide des algorithmes suivants :

— l'algorithme RDV-IND2 certifié par RDV-IND1;

— l'algorithme RDV-DIR sans considérer les incertitudes dans un premier temps
(cas nominal). L’algorithme RDV-DIR est traité de maniére plus détaillée dans les
sections suivantes;

— la méthode analytique présentée dans le chapitre 5 avec une répartition uniforme
des impulsions ;

— la méthode heuristique avec minimisation de la norme L et Ls.

Nom de la mission ATV [45]

Demi-grand axe de la cible a (km) 6763

Excentricité de la cible e 0.0052
Anomalie vraie de la cible au début du rendez-vous v; (rad) 0
Date de début du rendez-vous t; (s) 7

Date de fin du rendez-vous t; (s) 2707

Etat initial X (¢;) = ;((757511)) (km,m/s) 8.?)1
v:(t) | pyrn 0

.T(tf) —-3.5

Etat final X (tf) = 1i<(tgf>) (km,m/s) _8'1
v:(ts) 1 pvr 0

TAB. 8.7 — Données de la mission "ATV’

En ce qui concerne les algorithmes RDV-DIR, la méthode analytique et ’algorithme
heuristique, les nombres d’impulsions considérés sont de 2, 5 et 20. La résolution du cas a
2 impulsions donne évidemment le méme résultat quel que soit I’algorithme utilisé car ce
cas possede une solution unique (cf. chapitre 5). Les résultats obtenus sont reportés dans
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le tableau 8.8.

Cout Ly | Cout Lo
Analytique ~ = 12.3543 | 9.7171
Analytique ~ =5 14.5980 | 11.5818
Analytique ~ =20 17.8332 | 14.3766

Heuristique (Ly)v=5 | 11.4613 | 10.3854

Heuristique (L1)~ =20 | 11.6766 | 10.4959

Heuristique (Lg)~ =5 | 12.3482 | 9.7192

Heuristique (Lo)n =20 | 12.4711 | 9.8365
RDV-DIR v -5 11.4477 | 10.3431

RDV-DIR v =2 11.4471 | 10.3679
RDV-DIR w~v-10 | 11.4470 | 10.3667
RDV-IND1 & 2 | 12.3544 | 9.7172

TAB. 8.8 — Comparaison des résultats pour le cas "ATV’

Le cout de l'opération du rendez-vous par la méthode analytique augmente avec le
nombre d’impulsions pour la mission ATV. En réalité, aucune relation n’existe entre ces
deux grandeurs car cette méthode n’opere aucune optimisation des résultats. On remarque
également que les consommations issues des solutions par la méthode analytique sont
toujours supérieures aux autres méthodes, indépendamment de la norme considérée.
D’autre part, on peut observer I'existence de deux groupes distincts de solutions :

— les solutions Li-optimales, provenant des méthodes directe et heuristique basées sur

cette norme. Le cott L, se situe autour de 11,5

— les solutions Ls-optimales, provenant des algorithmes indirects et de la méthode

heuristique basée sur la minimisation de la norme Ls. Le cotit se situe au voisinage

de 9.7.
Bien évidemment, aucune comparaison entre les deux normes n’est pertinente. Mais on
peut tout de meéme formuler quelques observations. D’abord, le choix de la norme est
primordial pour la validité des résultats. Nous avons vu que ce choix est motivé par
des raisons pratiques (possibilité d’orientation des propulseurs a tout instant) et donc la
consommation envisagée dépend également de ce facteur en plus de la méthode d’optimi-
sation choisie. Les méthodes indirectes ont I’avantage de converger vers des optimums cer-
tifiés globalement. Ceci n’est pas le cas pour les méthodes directes méme si elles semblent
converger vers une seule solution lorsque le nombre d’impulsions augmente (voir solution a
100 impulsions). Les méthodes basées sur la méme norme (L; ou L) donnent des résultats
proches. Dans le cas de la norme Lo, 'optimisation est meilleure par la méthode indirecte
grace aux conditions d’optimalité permettant de garantir la minimisation globale du cott.
Dans le cas de la norme L;, la méthode directe donne des résultats meilleurs que 1’heu-
ristique grace a la formulation convexe du probleme qui permet une convergence assurée
pour le probleme en dimension finie formulé. Les méthodes heuristiques sont confrontées
aux problemes d’optima locaux et ne garantissent aucune forme d’optimalité.

Les figures 8.5 a 8.8 montrent la répartition temporelle des impulsions obtenues pour
différents scénarii et algorithmes. La figure 8.5 présente les solutions obtenues a l'aide
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des méthodes directe et indirecte. La méthode indirecte converge vers une solution a 2
impulsions alors que 'algorithme direct mene vers une solution a 3 impulsions. Le fait
que la méthode directe converge vers une solution a 3 impulsions méme pour N tres
grand, en formulation linéaire, permet d’écarter I’hypothese de 1’éventuel minimum local.
La différence est la conséquence du choix de la norme a minimiser (Ly pour RDV-IND1
& 2 et Ly pour RDV-DIR).

Algorithme RDV-IND 1 et 2 Algorithme RDV-DIR avec 5 impulsions Algorithme RDV-DIR avec 20 impulsions
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Fic. 8.5 — Répartition des impulsions pour le cas ATV’ par les approches directe et
indirecte

La figure 8.6 montre la répartition des impulsions obtenues par la méthode analytique.
Le nombre d’impulsions d’amplitude non négligeable est supérieur a la borne maximale
de Neustadt [59]. Ceci est prévisible a cause de la nature de ces méthodes non optimales.
Cependant, il faut rappeler que la qualité principale des méthodes analytiques est leur
simplicité et facilité d’implantation. Le calcul du plan & 100 impulsions ne nécessite qu’une
série de produits matriciels et dure moins de 3 secondes dans les conditions de simulation

présentées précédemment.
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Fia. 8.6 — Répartition des impulsions pour le cas "ATV’ par 'approche analytique

Sur les figures 8.7 et 8.8, on remarque la convergence de la méthode heuristique vers
une solution a 2 impulsions lorsque la norme L est minimisée, et vers une solution a 3

3000
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impulsions lorsque la norme L; est considérée.
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F1G. 8.8 — Résultats pour le cas "ATV’ / approche heuristique / norme L,

La méthode heuristique mene vers des résultats proches de ceux obtenus par les mé-
thodes basées sur la commande optimale. Les différences observées sont dues notamment
aux aspects numériques en plus des différences d’outils analytiques utilisés (convexité,
conditions d’optimalité).

8.3.3 Validité de I’hypothese linéaire

Afin d’évaluer la perte de précision due a la linéarisation du modele de mouvement
relatif, la trajectoire relative du chasseur propagée a l'aide de la matrice de Yamanaka-
Ankersen est comparée a celle obtenue par le simulateur non linéaire du mouvement
orbital que nous avons développé en 1™ partie de la these. Pour le cas ATV, on observe
une déviation qui cause un écart entre la position finale atteinte et la position finale
envisagée. La durée relativement courte du rendez-vous ATV limite légerement 1'effet de
cette dérive, mais 'erreur a 'arrivée est tout de meéme de l'ordre de quelques centaines de
metres. Cela est dit a I’hypothese de linéarisation pour les faibles distances chasseur-cible,
appliquée pour la dérivation du modele de Tschauner-Hempel et la matrice de Yamanaka-
Ankersen. Cette matrice est utilisée dans la synthese des algorithmes et donc les sorties
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de ces algorithmes sont naturellement affectées par les erreurs causées par les modeles.
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F1G. 8.9 — Trajectoires linéaires et non linéaires pour le cas "ATV’

8.3.4 Etude de la charge numérique de I’algorithme RDV-DIR

Nous nous intéressons ici a la charge numérique requise par l'algorithme RDV-DIR.
Pour ce faire, cet algorithme est utilisé pour résoudre le cas ATV nominal (sans aucun
aspect de robustesse) avec un nombre d’impulsions variant de 2 a 100. L’algorithme de
programmation linéaire utilisé est basé sur le Simplez [30] ou la méthode des points
intérieurs [57, 85].

Nous étudions en particulier I'influence du nombre d’impulsions sur la minimisation du
colit, la trajectoire d’état, le temps d’optimisation, ainsi que le nombre d’itérations de
I'optimisation.

A travers les figures 8.10 et 8.11, on s’apercoit que I'algorithme converge vers les mémes
résultats, sans que le choix de I'algorithme d’optimisation ait une influence sur ce point. Le
cotit diminue lorsque N augmente, a cause de la discrétisation plus précise de I'intervalle
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[t1, tf] qui permet d’approcher les dates optimales du rendez-vous.
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Fic. 8.10 — Résultats obtenus avec 1'algorithme du SIMPLEX

En ce qui concerne l'algorithme SIMPLEX, le nombre d’itérations ainsi que le temps
d’optimisation augmentent linéairement avec le nombre d’impulsions. LL’augmentation du
nombre d’itérations est relativement rapide, a I'inverse de I’algorithme des points intérieurs
dont le nombre d’itérations varie d’une maniere inégale mais reste tres inférieur a celui du
SIMPLEX (13 contre 500 pour N = 100). Le temps d’optimisation de I’algorithme des
points intérieurs est inférieur également a celui constaté pour ’algorithme du SIMPLEX.
Ce dernier montre ici une performance moindre, mais son implantation est plus simple.
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F1c. 8.11 — Résultats obtenus avec 1’algorithme des points intérieurs

Le nombre d’impulsions affecte les trajectoires relatives (voir figure 8.12). Rappe-
lons qu’aucune contrainte n’a été posée sur la trajectoire dynamique dans le probleme
de programmation linéaire. Les trajectoires peuvent étre donc quelconques tant que les
conditions initiales et finales sont respectées. On observe une forme de convergence pour




tel-00546293, version 1 - 14 Dec 2010

8.3. LA MISSION ATV 215

N > 5 vers une trajectoire commune optimale.
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Fia. 8.12 — Trajectoires optimales avec différents nombres d’impulsions

8.3.5 Etude de la robustesse de ’algorithme RDV-DIR

L’algorithme RDV-DIR permet de garantir la robustesse du plan de manceuvres en
prenant en compte les incertitudes sur 1’état initial causées par les erreurs de navigation.
Nous avons vu, lors de la présentation de cet algorithme, que l'incertitude peut étre ca-
ractérisée par un ellipsoide défini par une matrice P, (cf. équation (I1.7.35)). La condition
finale doit dans ce cas étre relaxée, et devient un ensemble d’arrivée que nous appellerons
également boite d’arrivée (). Pour la suite des simulations, nous considérons que :

.T}f—ASL’f Sl’f SSL’f—i-ASL’f
Zf—AZf SZf SZf+AZf

vr, = Ay, S g, < v, + Ay,
Uz — Avzp Sy <0z + Avgg

[xf Zf Vi, U ]tEQ &

ot Azy = Az = 40m et Av,, = Av,, = 0.04 m/s, et la matrice de l'ellipsoide d’incerti-
tude est donnée par :
P, =12,2,0.002, 0.002] m, m/s

Pour les comparaisons, nous traitons trois cas :
— le cas nominal, ou la boite d’arrivée se réduit a Xy et aucune incertitude n’est
considérée ;
— le cas relazé ou la condition finale est relaxée, mais aucune incertitude n’est prise
en compte;
— le cas robuste, ou 'incertitude est prise en compte et la condition finale est relaxée
également.
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Les consommations obtenues pour les trois cas sont comparées sur la figure 8.13. Le cas
nominal est celui qui engendre les cotits les plus élevés a cause de la nature stricte de ses
contraintes sur le point d’arrivée. Le cas relazé permet une réduction supplémentaire de
la consommation en cherchant la condition finale permettant de minimiser le cout dans
I’ensemble d’arrivée (2.
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Fic. 8.13 — Consommation optimale pour différents scénarii

Le cas robuste présente une consommation intermédiaire entre les deux schémas cités
précédemment. Ceci est du au fait que la recherche du point final dans I’ensemble (2
est contrainte par la robustesse vis-a-vis des incertitudes sur X;. L’ensemble des points
d’arrivée X est donc restreint a une partie de €.

Les figures 8.14 et 8.15 montrent I'impact que des incertitudes liées a 1’état initial
induisent sur le point d’arrivée. On remarque que de petits décalages sur 1’état initial
peuvent causer de grands écarts a l'arrivée. Cela démontre la grande sensibilité vis-a-vis
des incertitudes. L’impact semble plus important sur 'axe X,y pg que sur 'axe Zpyrg.
Ceci est lié a la structure de la matrice de transition de Yamanaka-Ankersen. Il reste a
remarquer que I’ensemble des points d’arrivée pour une incertitude de type ellipsoidal est
une ellipse centrée autour du point d’arrivée nominal.
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Fia. 8.14 — Impact des incertitudes de na-
vigation sur la position relative finale (cas
nominal)
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F1G. 8.15 — Impact des incertitudes de navi-
gation sur la vitesse relative finale (cas no-
minal)

Si l'on considere le cas a condition finale relaxée (figures 8.16 & 8.17), on s’apergoit
que le point d’arrivée nominal est déplacé vers I'un des sommets du polytope représentant
I’ensemble €2. Il s’agit du point présentant le cotit le moins élevé dans I’ensemble d’arrivée.

Il correspond dans notre cas, au point X (t;) =

[—40, 40, —0.04, —0.04]. La diminution du

cout a déja été présentée sur la figure 8.13. En présence d’incertitudes, le point d’arrivée
réel peut se trouver a I'extérieur de la boite d’arrivée. Ceci est normal car la robustesse

n’est pas prise en compte dans ce cas.
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Fi1G. 8.16 — Impact des incertitudes de na-
vigation sur la position relative finale (cas
relazé)
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Fi1G. 8.17 — Impact des incertitudes de na-
vigation sur la vitesse relative finale (cas re-
laxé)
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En I'absence des incertitudes pour le cas robuste (point nominal sur les figures 8.18 et
8.19), le point d’arrivée se situe a I'intérieur de la zone d’arrivée mais pas sur un sommet.
Il s’agit d’'une marge de robustesse permettant de couvrir 'impact des incertitudes et de
compenser le déplacement de Xy qui s’en suit. Ce point ne correspond pas au point per-
mettant une consommation minimale d’ott 'augmentation du cotit observée sur la figure
8.13. On peut observer que la marge de robustesse peut étre augmentée en déplacant
le point nominal vers l'origine au détriment du cout qui augmente pour atteindre une
consommation proche de celle d'un schéma de guidage nominal. C’est un compromis a
considérer entre la robustesse et la consommation.

40t 0.04}
30¢ 0.03r ®Points d’arrivée
20} 2 002} + Point nominal
= = = Boite d’arrivée
£ 10} £ oot}
E 0 E 0
S -10t 2 -0.01f
N N
—20} N -0.02f
=30} ' -0.03|
_40 L 1 1 1 1 1 _004 L 1 1 1 1 1
-40 -20 0 20 40 ~0.04 -0.02 0 0.02 0.04
Xpven (m) VXrvn (m/s)

Fic. 8.18 — Impact des incertitudes de na- Fi1G. 8.19 — Impact des incertitudes de na-
vigation sur la position relative finale (cas  vigation sur la vitesse relative finale (cas ro-
robuste) buste)

Dans le cas du schéma robuste, la condition finale reste a I'intérieur de la boite d’arrivée
meéme en présence d’incertitudes sur la position et la vitesse initiales, pour toutes les va-
leurs d’incertitudes a Uintérieur de ellipsoide défini dans I’équation (11.7.35). Les pires
cas correspondent a des conditions finales qui se trouvent sur les frontieres de la boite
d’arrivée. Il reste a noter la grande sensibilité du systeme par rapport aux incertitudes
qui peut étre évaluée a travers la comparaison de la taille des ellipsoides de points de
départ aux nuages des points d’arrivée.

8.4 La mission PRISMA

8.4.1 Présentation de la mission

Ce programme repose sur des coopérations entre 1'agence spatiale suédoise SNSB, le
CNES, I'agence spatiale allemande DLR et 1'université technique danoise DTU [1, 48, 49,
60].

La mission Prisma vise a valider les algorithmes de guidage et de navigation pour le
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controle de trajectoires en formation et le rendez-vous autonome de 2 satellites, ainsi que
pour les opérations de proximité, incluant les manceuvres d’approche et d’éloignement des
satellites. Les deux satellites de PRISMA (appelés MANGO & TANGO) ont été mis en

orbite par le lanceur ukrainien Dnepr le 15 Juin 2010.

Deux configurations sont testées ici. Ces configurations different par leurs durées respec-

tives (cf. tableaux 8.9 et 8.10).

Nom de la mission
Demi-grand axe de la cible a (km)
Excentricité de la cible e
Anomalie vraie de la cible au début du rendez-vous vy (rad)
Date de début du rendez-vous t; (s)
Date de fin du rendez-vous t; (s)

z(ty)

z(t)
vt (km,m/s)

vs(t1) LVLH
x(ty)

Etat final X (t;) = j(ftf )>
=(tf

Uz <tf ) LVLH

Etat initial X (¢1) =

(km,m/s)

Prisma-A [45]
7011
0.004

0
0
70107 (12 périodes)
—10
0
0
0
—0.1
0
0
0

TAB. 8.9 — Données de la mission 'Prisma-A’
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Nom de la mission Prisma-B [45]
Demi-grand axe de la cible a (km) 7011
Excentricité de la cible e 0.004
Anomalie vraie de la cible au début du rendez-vous v (rad) 0
Date de début du rendez-vous t; (s) 0
Date de fin du rendez-vous ty (s) 64620
Etat initial X (¢;) = ;((t;)) (km,m/s) 8
vs(t1) LVLH 0
(ty) —0.1
Etat final X(t;) = ;((tg;) (km,m/s) 8
v:(ts) 1 pyr 0

TAB. 8.10 — Données de la mission 'Prisma-B’

8.4.2 Simulations et résultats

Les cas Prisma-B et Prisma-A sont résolus a ’aide des algorithmes indirects RDV-
IND2 & 1, l'algorithme RDV-IND1 étant utilisé pour la certification de l'optima-
lité. Les mémes problemes sont traités par I’algorithme direct RDV-DIR pour différents
nombres d'impulsions N. Ces impulsions sont équiréparties dans l'intervalle [tq,¢s]. Les
résultats obtenus par les algorithmes indirects sont quasi-identiques et sont représentés
par les mémes graphes. Les répartitions temporelles des impulsions obtenues pour chaque
algorithme sont représentés sur les figures 8.21 et 8.20. Les cotits optimaux obtenus par
les algorithmes sont comparés a 1’aide des tableaux 8.12 et 8.11.

La figure 8.21 offre une comparaison des plans de guidage (impulsions + dates d’ap-

plication) obtenus pour chaque configuration, pour le probleme Prisma-B. La solution
Ly-optimale certifiée par les méthodes indirectes est a 3 impulsions.
Dans la configuration optimale, la deuxieme impulsion est de valeur particulierement
faible. Toutefois, ceci doit étre considéré avec prudence. La longue période de dérive
(61400 secondes) qui se déroule immédiatement apres cette impulsion en est fortement
influencée. En pratique, AV; donne 'orientation correcte au satellite chasseur avant d’en-
tamer la trajectoire balistique qui mene vers la réalisation du rendez-vous en position. Le
gain en consommation apporté par cette petite impulsion est tres important, de 'ordre
de 27% par rapport & une configuration a 2 impulsions seulement.
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7 Algorithme RDV-IND 1 et 2 7 Algorithme RDV-DIR avec 5 impulsions
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Fic. 8.20 — Répartition des impulsions pour le cas 'Prisma-A’
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Fic. 8.21 — Répartition des impulsions pour le cas 'Prisma-B’
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La figure 8.20 représente les résultats obtenus pour le cas Prisma-A. Des commen-
taires similaires peuvent étre émis quant a la convergence des résultats obtenus par la
méthode directe vers le résultat optimal certifié par les méthodes indirectes lorsque le
nombre d’impulsions augmente. Les 4 impulsions optimales sont du méme ordre de gran-
deur dans ce cas.

Si 'on observe attentivement les figures 8.22, 8.23 et 8.24, on remarque que les solu-
tions pour les cas Prisma-B et Prisma-A sont unidirectionnelles. Les impulsions sont
dirigées vers I'un des axes du repere local. Ceci n’a pas lieu pour le cas ATV, ot les impul-
sions possedent des composantes non nulles de valeurs comparables selon les deux axes.
Rappelons que les normes L; (minimisée par 1’algorithme direct) et L, (minimisée par les
algorithmes indirects) sont équivalentes pour les scalaires ou les vecteurs unidirectionnels,
ou toutes les composantes sont nulles, sauf une. Ceci explique donc la convergence de
I’algorithme direct lorsque N augmente vers la méme solution que 'algorithme indirect,
seulement pour les cas Prisma-B et Prisma-A et pas pour le cas ATV.

-1 -0.5 0.5 1 -1 -0.5 0.5 1 -1 -0.5 0.5 1

0 0 0
XrveH Xrven XrveH

Fic. 822 — Directions Fig. 8.23 — Directions Fi1G. 824 — Directions des
des impulsions pour le cas des impulsions pour le cas impulsions pour le cas ’ATV’
"Prisma-A’ "Prisma-B’

Les tableaux 8.11 et 8.12 comparent les cotts L; et Lo des plans de manceuvre. Ces
cotits sont calculés apres I'obtention des solutions par les algorithmes RDV-DIR. (mini-
misation de L;) et RDV-IND (minimisation de Ls). Les résultats confirment les conclu-
sions précédentes. Les solutions pour les cas PRISMA sont quasiment unidirectionnelles
indépendamment de N. Ceci est du aux conditions initiales du rendez-vous Xj.

RDV-IND 1&2 | RDV-DIR ~=5 | RDV-DIR ~v=20 | RDV-DIR n = 100
Cott L4 0.1028 0.4163 0.0974 0.0968
Cotit Ly 0.0966 0.3784 0.0974 0.0968

TaAB. 8.11 — Comparaison des résultats pour le cas 'Prisma-A’
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RDV-IND 1&2 | RDV-DIR ~=5 | RDV-DIR ~v=20 | RDV-DIR n = 100
Cott Ly 0.1058 0.1043 0.1029 0.1026
Cotit Lo 0.1025 0.1043 0.1029 0.1026

TAB. 8.12 — Comparaison des résultats pour le cas 'Prisma-B’

8.4.3 Validité de I’hypothese linéaire

A T’aide du simulateur non linéaire, on procede a une propagation des plans de ma-
noeuvre des cas PRISMA-A & PRISMA-B. On compare la trajectoire obtenue a celle
résultant d’une propagation par la matrice de Yamanaka-Ankersen.
Les missions Prisma-B et Prisma-A sont non adaptées a la modélisation linéaire a cause
de la faible valeur du demi grand axe qui n’autorise pas des grandes distances intersatelli-
taires. La longue durée de ces missions accroit I'effet cumulatif des erreurs de linéarisation.
Cela entraine ainsi une dérive de 4 km a l'issue du rendez-vous (cf. figure 8.25).

180
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-20 i
-12000  -10000
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F1G. 8.25 — Trajectoires linéaires et non linéaires pour les cas PRISMA

8.5 La mission SIMBOL-X

8.5.1 Présentation de la mission

SIMBOL-X est une mission coopérative entre le CNES et ’agence spatiale italienne
ASI [61]. Il s’agit d'un télescope a rayons X a tres grande distance focale. Cette mission est
constituée de deux satellites embarquant les différents instruments optiques. La distance
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relative entre les deux satellites volant en formation permet d’obtenir une grande distance
focale. L’excentricité de l'orbite de cette mission est élevée (~ 0.8) afin de s’éloigner de la
Terre et de limiter les perturbations sur les observations. Cette mission a été annulée par le
CNES apres une étude en phase A a cause de restrictions budgétaires. Les caractéristiques
de la mission sont reprises dans le tableau 8.13.

Nom de la mission SIMBOL-X [45]
Demi-grand axe de la cible a (km) 106246.9753
Excentricité de la cible e 0.798788
Anomalie vraie de la cible au début du rendez-vous vy (deg) 135
Date de début du rendez-vous t; (s) 0
Date de fin du rendez-vous t; (s) 50000
(1) [ -18.300 ]
Etat initial X (¢;) = ;((ttll)) (km,m/s) 33057)2;1
Uz(tl) LVLH L 0.0418 i
w(ty) ~0.335
Etat final X (t7) = ;(ftff)) (km,m/s) —%?E]Bll 5
0(t0) | i | —0.0014 |

TAB. 8.13 — Données de la mission 'SIMBOL-X’

8.5.2 Simulations et résultats

Le cas SIMBOL-X est résolu a I’aide des algorithmes indirects. La solution optimale
est propagée ensuite a l'aide de la matrice de Yamanaka-Ankersen et comparée a la tra-
jectoire obtenue par le simulateur non linéaire. Le cas SIMBOL-X s’inscrit parfaitement
dans le cadre des hypotheses de linéarisation, du fait notamment du demi-grand axe de
l'orbite de la cible, tres grand devant la distance chasseur-cible (~ 5300 fois). La longue
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durée de la mission (50000 secondes) n’affecte en rien la précision finale.

25

‘ ‘
—— Traj. non linéaity
—— Traj. linéaire

051

-2 -15 -1 -0.5 0
Xrvrew (m) X 10°

F1G. 8.26 — Trajectoires linéaires et non linéaires pour la mission SIMBOL-X

La solution obtenue est une trajectoire a deux impulsions comme le montre la figure

8.27.

Algorithme RDV-IND 1 et 2

@ 0.8 T T T T

E

2

5 06r l
(2]

@ *
o

E 04f .
(%]

()

©

()

8 0.2} .
£

£

< 0 I I I I

2.3 2.4 25 2.6 2.7 2.8

Dates des impulsions (sec)

Fic. 8.27 — Résultats pour le cas 'SIMBOL-X’

Les résultats obtenus par les algorithmes RDV-DIR et heuristiques sont quasiment
identiques au résultat obtenu par les méthodes indirectes. La solution optimale par rapport
aux normes L; et Lo pour ce cas est un transfert en deux impulsions.

8.6 Conclusions

Ce chapitre a été 'occasion de mettre a I’épreuve les algorithmes développés au cours
des chapitres précédents en les confrontant a des cas pratiques et académiques. Tous les
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exemples traités sont basés sur des hypotheses képlériennes, pour des formes d’orbites
quelconques.

Les algorithmes indirects ont été comparés a ’aide des exemples de Carter. Cela a permis
de constater que 'algorithme RDV-IND1 certifie a chaque fois les résultats obtenus a
I’aide de l'algorithme RDV-IND2 qui est moins complexe a mettre en ceuvre et ne né-
cessite pas une grande puissance de calcul. Pour chaque exemple traité, les résultats ont
été les mémes pour les deux algorithmes a la précision numérique employée pres.

Les approches directes et indirectes ont été comparées ensuite. Les deux techniques dé-
veloppées ne permettent pas d’optimiser la méme fonction de cotut. Les simulations ont
permis de constater qu’il existe un certain nombre de cas de figure ou les normes L; et
L sont équivalentes permettant ainsi une comparaison.

Nous avons jugé intéressant de choisir la forme linéaire basée sur la norme L; afin de
privilégier I'aspect principal des méthodes directes : la facilité d’implantation pratique
(linéaire vs quadratique).

Le déroulement des itérations de I'algorithme RDV-IND2 a été détaillé afin d’expliquer
les différentes parties de I'algorithme, notamment celles basées sur les travaux de Lion &
Handelsman.

La confrontation des résultats obtenus aux dynamiques orbitales non linéaires et réalistes
a permis d’exploiter le simulateur développé dans la premiere partie. D’autre part, ceci
a donné lieu a une étude de la validité des hypotheses de linéarisation par rapport a la
distance inter-satellitaire pour diverses missions.

Enfin, les aspects liés a la robustesse de 'algorithme RDV-DIR ont été traités a travers
la mission ATV. L’effet des incertitudes a été étudié dans cette section et leur incidence
sur les performances de 'algorithme. Un point important a été notamment remarqué :
la grande sensibilité des trajectoires par rapport aux incertitudes sur I’état initial. L’in-
fluence de la robustesse sur la consommation a été démontrée également pour différents
nombres d’impulsions.
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Conclusions de la deuxieme partie

Dans cette partie, nous avons considéré le probleme du rendez-vous a temps fixés dans
sa variante linéaire et sous I'’hypothese d’une propulsion impulsionnelle.
Des méthodes conventionnelles dont une heuristique simple ont été présentées en premier
afin de cerner les aspects les plus pertinents du probleme, en particulier I'optimisation des
dates d’application des impulsions.

Les chapitres 3 et 4 ont vu la présentation des techniques d’optimisation directes
et indirectes et la synthese d’algorithmes de rendez-vous a l'aide de ces techniques. Les
étapes conduisant a 1’élaboration des algorithmes indirects, basés sur des techniques de
commande optimale, de 'optimisation polynomiale par relaxations convexes ainsi que
sur le calcul des variations ont été détaillées et justifiées dans un chapitre consacré a ces
méthodes. C’est ainsi que la théorie du primer vector a été présentée et que des techniques
pour contourner des difficultés liées a des non linéarités du probleme, notamment pour
I'optimisation des dates d’impulsions ont fait l’'objet d'une attention particuliere. Cela a
donné lieu a la synthese de deux algorithmes complémentaires, permettant une solution
optimale, rigoureuse et complete au probleme du rendez-vous.

D’un autre coté, un algorithme fondé sur les techniques de programmation linéaire
a été synthétisé. Cet algorithme permet d’aborder le compromis entre 'optimalité et la
robustesse par rapport aux incertitudes. La méthode utilisée est fondée sur la discrétisation
du probleme du rendez-vous pour le transformer en un probleme en dimension finie. Une
attention particuliere a été accordée a la formulation linéaire du probleme afin de préserver
sa simplicité et de permettre d’utiliser des techniques qui ont déja montré une grande
facilité d’implantation telles que le SIMPLEX.

Dans un chapitre consacré a la validation numérique, tous les aspects qui nous ont
semblé pertinents, notamment ceux liés a la mise en ceuvre et I'exécution des algorithmes
et a 'analyse des résultats ont été considérés. Cela a été réalisé a travers une démarche
fondée sur des exemples issus de missions réelles ou d’exemples académiques présentés
dans la littérature. Les tests ont été concluants quant a la performance des algorithmes,
I'optimalité des résultats et la pertinence des hypotheses posées. Certains points prélimi-
naires liés a la robustesse et a 'optimalité ont été discutés et analysés.
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CONCLUSIONS DE LA DEUXIEME PARTIE
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Une étude générique et globale du probleme de rendez-vous a été entreprise dans ce
document. Tout au long de cette these, nous avons tenté de répondre aux problématiques
posées dans l'introduction. Nous les rappelons brievement ici :

— concernant la modélisation du mouvement relatif de satellites, une étude détaillée
sur le choix des variables d’état et des hypotheses nécessaires a 1’établissement de
modeles était indispensable afin d’établir une classification des modeles existants.
Nous nous sommes fixés comme objectif également, de concevoir une méthodologie
de synthese de modeles permettant de couvrir les zones d’ombre constatées dans la
littérature et de donner plus de rigueur et de généralité aux différentes étapes de
cette synthese;

— en ce qui concerne la construction d’algorithme de guidage pour le rendez-vous,
un traitement a l'aide des outils mathématiques d’optimisation et de commande
optimale devait étre envisagé pour le probleme de rendez-vous. Une formulation du
type probleme de commande optimale a été retenue. L’objectif était de synthétiser
différents algorithmes permettant de résoudre ce probleme par rapport a toutes
ses variables. En d’autres termes, la mise en ceuvre d’algorithmes de guidage pour
la génération de trajectoires optimales de rendez-vous orbital était 'objectif de la
deuxieme partie des travaux.

Afin de répondre a ces problématiques, nous avons entrepris un certain nombre de travaux
dont un bilan est dressé dans la section suivante.

Bilan des travaux

Dans la premiere partie de la these, la modélisation linéaire du mouvement relatif
de satellites a fait I'objet d’une étude détaillée. En premier lieu, une revue bibliographique
accompagnée d’une classification des travaux existants selon plusieurs facteurs a été réali-
sée. Cela a donné lieu a une analyse qui a mis en évidence certains manques et difficultés
motivant les travaux entrepris dans la suite.

Une démarche générale de modélisation du mouvement relatif de satellite a été propo-
sée aprés 'analyse bibliographique. Toutes les étapes de développement et les hypotheses
associées ont été détaillées. La méthodologie proposée est valable pour tout type d’envi-
ronnement orbital et pour toutes les formes d’orbites de référence. Nous avons testé la
validité des modeles obtenus a 1’aide de notre démarche en les confrontant aux principaux
modeles de la littérature.

Nous nous sommes intéressés également, a la synthese des matrices de transition par les
méthodes hybrides. Nous avons proposé une transformation originale non linéaire des va-
riables de 1’état relatif perturbé, transformation qui a été linéarisée ensuite. Une étude
du domaine de validité des hypotheses de linéarisation a été proposée, ou l'influence des
écarts en les différents éléments orbitaux a été analysée. D’autre part, nous avons étudié
Ieffet des perturbations orbitales sur la précision.

Pour les besoins de la these, un simulateur non linéaire de mouvement orbital a été
développé et validé par un ensemble de simulations numériques. Nous avons utilisé ce
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simulateur comme environnement de test pour les différents algorithmes de rendez-vous
développés dans la deuxieme partie. Les tests de validation ont prouvé la fidélité de ce si-
mulateur et sa précision aussi bien dans les environnements képlériens que pour les orbites
perturbées.

La seconde partie de la theése a été consacrée a la résolution du probleme de
rendez-vous a consommation minimale, en temps fixé et formulé en un probleme linéaire
de commande optimale.

En préambule, nous avons présenté plusieurs méthodes conventionnelles, simples et non
optimales. Ces méthodes ont servi a présenter certains aspects relatifs a ’optimisation et
ont motivé les travaux présentés dans les chapitres suivants.

La résolution des problemes de commande optimale par les méthodes indirectes a été
présentée ensuite. Ces méthodes, basées sur le principe de Pontryagin, permettent une ré-
écriture du probleme de rendez-vous sous forme de probleme d’optimisation polynomiale
a l’aide notamment de la théorie du primer vector. L’optimisation des dates de poussées a
suscité quelques efforts supplémentaires a cause de sa nature non linéaire et implicite. Ceci
nous a conduit a développer deux approches de résolution complémentaires. La premiere,
basée sur une approche par grille temporelle et optimisation polynomiale par relaxations
convexes permet une certification de 'optimalité globale des résultats, au prix d'un temps
de calcul important. La deuxieme approche, basée sur le calcul des variations et la ré-
solution de systemes d’équations polynomiales est plus avantageuse en termes de temps
de calcul. Cependant, la certification de 'optimalité n’est pas encore établie pour cette
méthode. Deux algorithmes ont été donc proposés a l'issue de cette étude.

Les méthodes de résolution directe, basées sur la programmation linéaire, ont fait 1’ob-
jet d’'un chapitre. A I'inverse des techniques indirectes, 'optimalité globale n’est garantie
dans ce cas, que vis-a-vis d'une configuration de dates données et ne prétend que four-
nir une borne supérieure de I'optimum global. Cela dit, ces méthodes se démarquent par
une grande capacité a prendre en compte des contraintes supplémentaires, en particulier
la robustesse vis-a-vis d’incertitudes de navigation par exemple. La grande facilité d’im-
plantation est un atout majeur en faveur des techniques directes. Nous avons proposé un
algorithme basé sur ces méthodes, et permettant de considérer des aspects préliminaires
de robustesse.

La seconde partie de la these s’est soldée par un chapitre dédié a la validation numé-
rique des algorithmes proposés. Différentes comparaisons ont permis de mettre en valeur
les avantages respectifs de chacune des techniques et d’avoir une vision plus pratique de
I'implantation grace a des scénarii issus de missions réelles. Plusieurs aspects tels que la
charge numérique, la robustesse, l'optimalité des résultats et la validité des hypotheses
linéaires ont été détaillés et analysés.
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Perspectives

En ce qui concerne la modélisation, 1’étude entreprise dans ce document peut étre
enrichie en y incluant certains travaux portant sur une paramétrisation curvilinéaire. Ce
type de coordonnées peut permettre de neutraliser partiellement la dégradation du modele
cartésien liée a la linéarisation pour les faibles distances. Une autre maniere de paramé-
trer le mouvement relatif est basée sur les parametres orbitauz locauz (voir la these de J.
Fontdecaba, 2007). Un nombre tres limité de travaux a été effectué dans ce sens qui reste
un terrain propice a d’éventuelles investigations.

La méthodologie présentée pourrait étre appliquée a des cas non traités dans la littéra-
ture (attraction luni-solaire, ...) ou rarement étudiés (frottement atmosphérique, ...) afin
de tirer profit au maximum de son potentiel. La construction de matrices de transition
pour les cas perturbés reste encore un domaine faiblement exploré, et nécessite plus de
développements et d’apports théoriques. Les modeles générés par la méthode proposée ne
permettent pas de construire des matrices de transition directe. Ceci reste donc a consi-
dérer dans les améliorations futures.

Les algorithmes développés sont tous fondés sur la matrice de Yamanaka-Ankersen. Une
amélioration potentielle serait de refaire les développements avec des matrices plus com-
plexes, incluant les perturbations orbitales (matrice de transition de Gim & Alfriend par
exemple). L’approche par grille se base sur une technique de construction de grille tem-
porelle tres simple. Une méthode utilisant les techniques de recherche plus sophistiquées
peut étre envisagée. L’optimisation polynomiale par relaxations convexes a démontré une
grande performance lors des simulations. Un inconvénient du a cette formulation est lié
aux dates et nombre d’impulsions qui sont fixés a priori. Une reformulation plus complexe
permettant de prendre en compte ces facteurs et d’éviter par la méme occasion 1'utilisa-
tion d'une grille temporelle constituerait une contribution significative. L’algorithme mixte
basé sur le calcul des variations, ne permet pas la certification de 'optimalité globale de ces
résultats et nécessite pour le moment d’étre utilisé en complémentarité avec 1’algorithme
polynomial. Ceci pénalise son exploitation en augmentant sa complexité numérique. Les
tests ont montré qu’en pratique, la solution obtenue est toujours globalement optimale.
Un travail dans le sens de la certification de la globalité de I'optimum s’impose donc
afin de rendre cet algorithme indépendant. [’algorithme direct robuste peut étre amé-
lioré par la prise en compte de contraintes supplémentaires (évitement de collision, cone
d’approche). La formulation du probléeme peut étre également modifiée pour considérer la
norme L. Ceci menera vers un probleme quadratique convexe. Les aspects de robustesse
doivent étre également développés afin d’inclure un nombre plus important d’incertitudes
de navigation (dates d’impulsions) et d’erreurs de réalisation des manceuvres.

Enfin, 'ensemble des travaux entrepris dans le cadre de cette these a vocation a étre
mis en ceuvre dans le cadre des travaux visant ’amélioration de 'autonomie des futurs
missions. Un banc de test permettra de réaliser une validation matérielle des algorithmes
et des modeles. Ceci offrira la possibilité de passer du stade théorique a I'implantation
pratique et valoriser les développements analytiques présentés dans ce document.




’

ENERALES

’

CONCLUSIONS G

240

0TOZ 98d ¥T - T UOISISA ‘€62917500-19}




tel-00546293, version 1 - 14 Dec 2010

241

Annexe A

Reperes de référence

A.1 Le repere géocentrique équatorial

Le repere géocentrique équatorial Ry = (OT, l?, f, K ) associé a la base By = (f, f, K )
est défini comme un repere pseudo-inertiel qui a pour origine le centre de la Terre Or et
dont la base est définie par les vecteurs f, f, K ou:

i indique le point d’équinoxe vernale (point d’intersection ascendant (nceud ascen-

dant) de la direction du soleil et de la ligne des nceuds) ;

— J définit Paxe de rotation de la Terre selon l'axe des poles et orienté vers le pole

nord ;

~ K est défini pour compléter le triedre.

I ligne vernale T

Fi1G. A.1 — Repere géocentrique équatorial
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A.2 Le repere périfocal PQW

-

Le repere périfocal est défini par Rpow = (OT, p , C?, W) ot l'origine Or est au centre
de la terre et les axes définis par :

- l'axe portant le vecteur P pointe vers lg périgée ;

- I'axe portant le vecteur Q est a 90 de P dans la direction du satellite;

- l'axe portant le vecteur W est normal a 1’orbite.

Ce repere est obtenu a partir du repere géocentrique équatorial Ry = (OT, l?, f, K )
en appliquant la séquence de rotations illustrée par les figures A.2, A.3, et A.4.

~y
=

\\
\
,/ ‘\
/ \
/ 4
/ i
i i
{ i -
i P
t ==
i 7
/
\ 1
\ CEH
R —1
= =

i

S}
Il

F1Gc. A.3 — Inclinaison
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Fic. A.4 — Argument du périgée

A.3 Le repere local RSW de Hill

Un repere local permettant de modéliser le mouvement relatif est le repére de Gauss
Ry = (Ml, ]%, 5, W) ou l'origine M, est le centre de masse du satellite et les axes sont
définis par :

- l'axe portant le vecteur R est radial orienté du centre de la terre vers le satellite ;

- 'axe portant le vecteur W est normal au plan orbital défini par le vecteur position

et vitesse (cross-track direction);

- axe portant le vecteur S est tel que []%, g, W] forme un triedre orthonormé direct

(along-track direction).

Fic. A.5 — Repére de Hill
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Y

ar/1—e?

b

Fic. A.6 — Définition du repere de Hill dans le cas d’une trajectoire elliptique

A.4 Le repere LVLH

Le repere appelé LVLH Rpyrg = (Ml,fLVLH, fLVLH,[?LVLH) qui est, en général,
défini dans la littérature avec pour origine My, le centre de masse du satellite et les axes
définis par :

- l'axe portant le vecteur K vy est radial orienté du satellite vers le centre de la

terre;

- axe portant le vecteur J}V a est normal au plan orbital dans la direction opposée

du moment cinétique;

- 'axe portant le vecteur fLVLH = ijLH A [?LVLH est dans la direction de la vitesse

et tel que [vaLH, J, LVLH: K rvrg) forme un triedre orthonormé direct.
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Fic. A.7 — Repére LVLH

On donne quelques notations particulieres de la littérature anglo-saxonne pour le repere
LVLH (local horizontal-local vertical) :

- 'axe portant le vecteur 4 viu est appelé R-bar ;

- 'axe portant le vecteur ?LVLH est appelé H-bar ;

- 'axe portant le vecteur )?LVLH = ?LVLH A ZLVLH est appelé V-bar.
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Annexe B

Les parametres orbitaux

L’orientation de I'orbite dans 'espace est définie par les trois angles €2, w et i, analogues
aux angles d’Euler :

- Q est la longitude du noeud ascendant (ou I'ascension droite du nceud) défini comme
I’angle entre le vecteur I (supporté par la ligne vernale) et le vecteur du nceud
ascendant 7. Il est défini dans le plan équatorial et mesuré positivement dans le sens
trigonométrique ;

- ’angle d’inclinaison i est 'angle entre le plan équatorial terrestre et le plan orbital
(angle entre le vecteur K et le vecteur moment cinétique ﬁ) ;

- 'argument du périgée w est I'angle entre le noeud ascendant N A et le périgée.

Ces angles sont représentés sur la figure B.1 ou I J et K sont les axes du repere pseudo-
inertiel Ry. La dimension et la forme de I'orbite sont caractérisées par les parametres a et
e.

- a est le demi-grand axe;

- e est 'excentricité.

La position du satellite sur son orbite peut étre caractérisée par les angles v, £ ou M.

- v est 'anomalie vraie et repere la position courante du satellite par rapport au
périgée ;

- FE est 'anomalie excentrique;

- M est 'anomalie moyenne donnée par ’équation de Kepler.

M =FE —esin(E) = My+n(t —t,) = \/g(t —tp) = 2%(75 —tp) (I1.B.1)

ou n est le mouvement moyen, ¢, est la date de passage au périgée. Les angles v et E/ sont
représentés sur la figure B.2 ou :

— S est la position du satellite sur l'orbite ;

— 5" est la projection orthogonale de S sur le cercle tangent a la trajectoire orbitale.




tel-00546293, version 1 - 14 Dec 2010

248 B. LES PARAMETRES ORBITAUX

L a(l+e)

i

Plan équatorial

gpnoott S ot

Fic. B.1 — Eléments orbitaux

‘,—-"'é‘e’i"cle tangéﬁf“x\

orbite

Périgée

Fi1G. B.2 — Parametres orbitaux définis dans le plan orbital du satellite
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B.1 Les éléments orbitaux classiques

C’est le vecteur rassemblant les éléments orbitaux donnés dans la figure B.1 :

Xee=|a e i Q w v] (I1.B.2)

Soit a, la résultante de toutes les accélérations agissant sur le satellite M, mis a part le

terme fondamental de 'accélération gravitationnelle :
ay = ay,R+a,,S+a, W (IL.B.3)

Les équations de Gauss, donnant la variation temporelle des éléments orbitaux sous 'effet
de a, sont écrites sous la forme :

_ 0 -
a 0
d i 0
S I - 0
dt | Q 0
v (14 ecosv)®
v n-————
L (1762)3/2 _
r 2¢ sinv 2(1+ e cosv) 9 T
nyv1—e? nv1—e?
V1—e? | V1—e? < cosv + e ) (I1.B.4)
sinv + cosv 0
na na 1+ecosv
0 0 V1—e?cos(w+v) a
+ na 14ecosv a'm
V1—e?  sin(w+v) s
0 0 P Qryyy
na (14 ecosv)sini
V1—e? V1—e22+ecosv V1 —e? cosi sin (w+v)
- cosv sinv —
nae nae 1+ ecosv na (14 e cosv)sini
V1—e? V1—e22+ecosv
cos v — sinv 0
L nae nae 1+ ecosv J

On remarque qu’il existe un certains nombre de singularités, notamment lorsque e = 0
(orbites circulaires) ou ¢ = 0 (orbites équatoriales). Ces singularités sont levées en opérant
des changements de variable non linéaires. Nous en donnons un exemple.

B.2 Les éléments orbitaux équinoxiaux

Ce jeu d’éléments orbitaux ne présente aucune singularité, au prix d’une grande com-
plexité due aux transformations non linéaires employées. Le vecteur d’élément orbitaux
est donné par :

(p f g h k L] (IL.B.5)

XoE.,
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ou les éléments sont définis dans [2] :

™ > Q=

a(l—e?)
e cos(2 4+ w)
e sin(Q2 +w)

tan % cos {2 (ILB.6)
tan ! sin €
2

Q+w+v

Pour la méme perturbation décrite dans 'équation (I1.B.3), la variation des éléments
orbitaux est donnée par la relation (reprise de [2], [1]) :

avec

N =T

\/g .

%w|8
ﬁ coocoo
S

\/g
\/?

—2p P

0

((w+1)cosL + f) \/?2 hsin L — kcos L) (ILB.7)

pf
((w+1)sinL + g) \/;E(hsmL kcosL) [ . ]

V)
I

w

D s?cos L
\/g 2w
p s2sin L
\/; 2w
l\/z(hsinL—kcosL)
w\l p ]

1+ h%+ K

1+ fcosL+ gsin L

(IL.B.8)




tel-00546293, version 1 - 14 Dec 2010

251

Bibliographie

[1] Bo J. Naasz. Classical element feedback control for spacecraft orbital maneuvers. Mas-
ter’s thesis, Virginia Polytechnic Institute and State University, Blacksburg, Virginia,
2002.

2] M.J.H Walker, B. Ireland, and J. Owens. A set of modified equinoctial elements.
Celestial Mechanics, 36(1) :409-419, 1985.




BIBLIOGRAPHIE

252

0TOZ 98d ¥T - T UOISISA ‘€62917500-19}




tel-00546293, version 1 - 14 Dec 2010

253

Annexe C

Perturbations orbitales

C.1 Effets de ’aplatissement de la terre

Cette section de I'annexe a pour but de rappeler les éléments fondamentaux liés a la
définition des perturbations gravitationnelles terrestres et en particulier au terme du J,.
Cette présentation est tres abrégée et a principalement emprunté a la référence [13].

C.1.1 Le potentiel terrestre

Du fait que la force de gravité est une force conservative, elle peut étre dérivée d'un
potentiel scalaire de gravitation dont le développement en harmoniques sphériques est
donné par [13], [2] :

UM)=U(r,\ ) —gzz<

=0 k=0

) P(cos ) (Chicos kA + Sppsinkd)  (IL.C.1)

ou P, est la fonction de Legendre définie a partir du polynome de Legendre associé. Les
coefficients C,. (coefficient harmonique tesséral pour n # k) et S, (coefficient harmonique
sectoriel pour n = k) traduisent les irrégularités du potentiel terrestre. En particulier, les
coefficients C,,g = —J,, sont définis comme les harmoniques zonaux représentatifs des effets
liés a des irrégularités de révolution symétriques par rapport a I’axe des poles terrestres.
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C.1.2 Le terme J,

Le terme J, traduit l'aplatissement de la terre aux poles (de lordre de 22 km) par
rapport a 'équateur. Les mesures des coefficients zonaux, tesseraux et sectoriels montrent
que le terme Jo est 400 fois plus grand que le terme le plus significatif parmi les autres.

R, Jo (1 3
Ua(M):%‘i‘UJQ :g+w <——— cosQ<p) (I1.C.2)

ou Jy = 0.0010826626836.

C.1.3 Les effets du terme J, sur les éléments orbitaux moyens

11 existe plusieurs méthodes permettant de calculer les effets des perturbations dues au
terme Jo sur les parametres orbitaux. Ces effets sont généralement classés en séculaires,
périodiques a courte période et périodiques a longue période [7], [1]. Les perturbations a
longue période correspondent a la période de la rotation apsidale alors que la perturbation
a courte période se manifeste a travers une oscillation des éléments orbitaux sans dérive de
I'orbite [11]. Concernant le mouvement relatif, 'influence de la perturbation séculaire se
manifeste principalement par I'introduction de termes additionnels d’accélération différen-
tielle et par le phénomene de précession du repere local tournant. Les effets des variations a
courte période sur les éléments orbitaux a, e et ¢ peuvent également affecter négativement
le mouvement relatif [4] mais de maniére moins importante. Il est donc naturel d’utili-
ser un ensemble d’éléments orbitaux adaptés a ce type de perturbations séculaires et ne
faisant donc pas apparaitre les perturbations périodiques : les éléments orbitaux moyens
notés Xqe = [ aei Qwo M }/. La variation due au terme Jo affecte les éléments
orbitaux moyens de la fagon suivante :

a = 0 (I1.C.3)
E = 0 (ILC.4)
i =0 (11.C.5)
. _ . 3. R? -

Q = FIga,ei)= _§J2na2—ﬁ4 cos i (II.C.6)
- S S [ 272

w = F,(a,en) = ZJQndQﬁ“ (5cos®i® — 1) (II.C.7)
Y P - R 272
M = Fyl(a,ei)=n+ ijndz—ﬁ‘ln(g cos”i® — 1) (I1.C.8)

L’évolution des éléments orbitaux moyens différentiels peut étre obtenue par différen-
tiation des relations précédentes :
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. OR,_  OFy.  OF_
N = 74 da + I de + 7 di (I1.C.9)
. OF, .  0F,_ O0F, -
dw = Ja da + de Je + 85752 (I.C.10)
= . 8FM _ 8FM _ 8FM ~
oM = 5 da + 9% oe + 5 i (IL.C.11)
ou :
OFy 21 . OFy  24e - oFg . . -
E—ECCOSZ E—?CCOSZ ﬁ—GCsmz
oF, 21 - OF, 12 . oF, .
T —%0(5 cos®i — 1) % ?C(COS i—1) 5 = —15C sin(21)
OF 30 . OFy 9 . OF IR
o %) — 21 = —1 M _ 2
94 5 4@0[63 cos(2i) ] 9% 7 C(3cos*i— 1) 5 97C sin(21)
(I.C.12)
Jon R?
avec C' = P

On constate que seuls 3 éléments orbitaux sur 6 varient du fait de la prise en compte du
terme Jo. Brouwer a donné la transformation permettant de passer des éléments orbitaux
osculateurs aux éléments orbitaux moyens [1]. Cette transformation a été généralisée pour
éviter les singularités au voisinage des orbites d’excentricité et d’inclinaison nulles dans
8] et simplifiée & l'ordre 1 dans [11].

C.1.4 Passage des éléments osculateurs aux éléments moyens

Le développement donné par Schaub, issu des travaux de Brouwer repris par Lyddane
en 1963, permet d’exprimer la variation des éléments orbitaux moyens en fonction de celle
des éléments osculateurs. Soient les relations :

2

Jo <Req)
T2 =T

2 a
n=+v1—-e (I1.C.13)
=2
L=

n

Pour ce calcul, on utilisera le vecteur d’éléments orbitaux osculateurs suivant X, =
la,e,i,Q,w, M, le vecteur contenant les éléments moyens étant donné par X,. = [a, e, ,Q, 0, M]'.
Les différentes anomalies sont liées par les relations :

M=F —esinF

1 E .C.
v = 2arctan ( e ) (H C 14)




tel-00546293, version 1 - 14 Dec 2010

256 ANNEXE : PERTURBATIONS

La variation moyenne de a est donnée par la relation :

3 1 3
a=¢& =a+ay [(3 cos®i — 1) (% - ﬁ) + 3 (1 — cos?1) % cos(2w + 21/)] (I1.C.15)

Pour calculer les variations moyennes restantes, on utilise les variables intermédiaires

suivantes : ) )

de; = ﬁenQ cos2w [ 1 —11cos?i — 40& (I1.C.16)
2 1 —5cos?i

2 3 2'_1
e = 561+n— {72 [% <6’I7+L+3COSI/+36COSQI/+62COS3I/)
n

2 1+mn
1 — cos?i ) o 3
+3——5—cos(2w + 2v) (e + 3cos v + 3e cos” v + € cos’ V)
—75(1 — cos? i) (3 cos(2w + ) + cos(2w + 3v))] }
(I.C.17)
. efer Yy . :
i = ~ P tani + 5 cosi V1 — cos?i (3 cos(2w + 2v) + 3e cos(2w + v) + e cos(2w + 3v))
(ILC.18)
. _ 7; costi
M+o+Q = M+w+Q+ 2921 —11cos?i — 40—
8 1 —5cos?i
! 4 . 6 .
Vs ) Ny o COs*i ,  cos’i
—— |2 —11(24 3 —40(2 + 5¢*) ——— — 400e* ———
16< e (24 3¢7) cos™d 2+ 6)1—5COS2i ‘ (1—56052i)2)

+% (—6(1 — 5cos*i)(v — M + esinv)
+(3 = 5cos?4)(3sin(2w + 2v) + 3esin(2w + v) + esin(2w + 3v)))
/ 2 - 4 -
Yo o . cos® i cos* i
—— 11 4 80 200
8¢ COSZ( * 1—5C082i+ (1—500822')2>
—% cosi (6(v — M + esinv) — (3sin(2w + 2v) + 3esin(2w + v) + esin(2w + 3v)))

(IL.C.19)

4.
eoM = ﬁen‘?’ 1—11(:05%—40&
1 —>5cos?q

' 2,2
—ﬁng 2(3cos?i — 1) % 1) sinw
4 72 r

2,2 2,2
+3(1 — cos? 1) {(—ﬂ 4y 1) sin(2w + v) + (ﬂ + 24 1) sin(2w + 3y)} }
r

r2 r r2
(I1.C.20)
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/

2 4;
Yo o cos” i cos™ i
0 = —= 11 4+80———= + 2000
8¢ COSZ( * 1—560522'+ (1—56052i)2)
—% cosi (6(v — M + esinv) — (3sin(2w + 2v) 4 3esin(2w + v) + esin(2w + 3v)))
(IL.C.21)
dy = (e+de)sin M + eSM cos M
dy = (e+de)cos M —edM sin M
d3 = |[sin 3 + - cosy | sin 2+ dw cos 2 sin B (I.C.22)
dy = sm§+§cos§ COSQ—(SWSII]QS]HQ
On aura finalement :
B d
M = arctan | — (I1.C.23)
dy
e = \Jd&3+ds (I1.C.24)
_ ds
Q = arctan | — (I1.C.25)
dy
i = 2arcsin (\/dQ + d2> (I1.C.26)
w = (M+o+ (I1.C.27)

Cette relation est notée X, = £(X,.).

C.2 Effets du frottement atmosphérique

Le frottement atmosphérique produit les perturbations non gravitationnelles les plus
importantes pour les satellites en orbite basse. Les effets d'une telle perturbation sur les
parametres orbitaux du satellite sont de quatre types [6] :

— Décroissance séculaire forte de a, e résultant en une contraction et circularisation

de l'orbite ;

— accroissement séculaire faible de 7 du a la rotation de I’atmosphere pour les orbites

entre 150 km et 1000 km ;

— variations périodiques faibles de 2 dus a la rotation de I’atmosphere pour les orbites

entre 150 km et 1000 km ;

— variations périodiques faibles de w dues a I'aplatissement de I’atmosphere.

Dans la suite, seule la force de trainée induite par 'atmosphere est prise en compte.
Les forces de portance et binormale sont négligées.
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L’accélération due a la trainée atmosphérique s’exercant sur un satellite est alors don-
née par 'équation [13], [2], [10], [9], [12], [11] :

5= — (1 pSuCp (V (M/Rm)>2) V(M/Ri) (I1.C.28)

2 Msat

ol

— p = p(r) est la densité atmosphérique (kg.m=3);

— S, est laire de la section de choc ou maitre couple (m?);

— Cp est le coefficient de frottement (sans dimension) qui décrit U'interaction de 'at-

mosphere avec la surface du satellite. Typiquement 1.5 < Cp < 3;

— Mgq : masse du satellite (kg) ;

— V(M/R;,) est la vitesse inertielle du satellite (m.sec™);
Dans l'expression (I1.C.28), la plupart des parametres dépendent eux-mémes de maniére
complexe de la composition de I'atmosphere et des caractéristiques technologiques du
satellite. En toute rigueur, il faudrait remplacer I'expression de la vitesse inertielle du
satellite par celle de la vitesse relative du satellite par rapport a celle de I'atmosphere.
Celle-ci dépend des dynamiques complexes de 'atmosphére et nous supposons pour la

suite qu’elle est identique a la vitesse instantanée du satellite dans le référentiel inertiel
V (M/R;,).

La modélisation du frottement atmosphérique ne tient pas compte de la vitesse de
I’atmosphere.

La densité p de la haute atmosphere est une fonction complexe de nombreux pa-
rametres dont principalement I'altitude mais trois variables essentielles regroupent 1’en-
semble des phénomenes possibles : la constitution chimique de I'atmosphere, 'activité
solaire (variation diurnale, cycle solaire, variations saisonnieres...) et I'activité géomagné-
tique [9], [12]. Les modeles de densité de la littérature sont extrémement nombreux et
leur nature est tres variée. Suivant les applications, il est possible d’utiliser des modeles
analytiques (quadratique [5] ou exponentiel [6], [3], [9], [12]) couplés & des tables spéci-
fiques ou des modeles numériques sophistiqués (Harris-Priester; Jacchia-Roberts...). Les
premiers modeles simplifiés sont en général utilisés dans les phases de synthese alors que
les modeles plus complexes permettent d’obtenir des résultats de simulation plus fins.

L’expression de 7; dépend donc essentiellement de celle de 1% (M/R;,), vecteur qui
peut étre exprimé dans n’importe quelle base locale. Ici, on privilégie la base de Frenet

(]\7 , f, W) mais on peut aussi envisager d’établir les expressions dans la base de Hill
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(ﬁ, S , W) (les équations de Gauss doivent alors étre adaptées).

(d 2 2a?
dt n?a 1
d 1
d_: = ;(2(6+COSI/)T+SH1V£N>
di 71 cos(w+v)
. pa (1-— 62)1/2
aQ r sin (w + v)
dt na? (1—e2)"*sini
d_w _ 1 2Tsiny_N26+(1+62)cosy B rcosi sin (w + v)
dt ev 1+ e cosv na? (1 —eQ)I/QSini
d 1 S| 2 1+ e
are n—( + ecosv) — — |2Tsinv — N et (1+c])cosy
[ di (1—e2)%? ev 1+ e cosv

ou v est le module de la vitesse inertielle du satellite. Ainsi,

= 1 2 2 =
V(M/Rm): H + e + ecosz/T
a 1 —e2
D’ou :
1 H1+62+26008V,1—_;

2 Megar 2 Megar a 1 — e2

On désigne par uy, ur et uy les composantes de la seule accélération de propulsion (les

variables de commande) dans la base de Frenet (]\7 , f, W) On obtient ainsi la forme

adaptée des équations de Gauss :

4
da 2a? 11
— = — - = S, Cpv?
dt v (UT 2msatp pY )
d 1 1 1
d_te = = (2 (e + cosv) (uT - §msatp5u C’sz) + sinv guN)
di r cos ()
S Uy
dt na? (1 —e2)"?
dQ r sin ()
dt na? (1 —e?)”/"sini
dw _ L 5 uT—l 1 98 Cp® SinV_UN26+(1+62)COSI/ _ rcosisin(ay)
dt ev Msat 1+ e cosv na? (1—e2)"*sini
dv (14 ecosv)” 1 11 2e+ (14 €?)cosv
. = A A —— I SuC 2 3 _
\ dt " (1— e2)3/2 ev ur msatp pu” | SULY TN 14+ ecosv

(11.C.29)

Uw
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Annexe D

Relation entre les éléments orbitaux
et les coordonnées inertielles

A partir des coordonnées inertielles d'un satellite, on peut retrouver les parametres or-
bitaux. Toutes les relations nécessaires a ce passage peuvent étre retrouvées dans [1] par
exemple.

Pour alléger les relations, on notera :

Rryk (IL.D.1)
— Vi (ILD.2)

<! =

Le repere [f, J_: K ] est défini & l'aide des vecteurs f, f, et K. Le moment angulaire h est
défini par :

h = RxV (I1.D.3)

La direction des nceuds est indiquée par le vecteur N :

— —

N = Kxh (I1.D.4)

Le vecteur excentricité est défini par la relation :

g = R ' (ILD.5)

d’ou :
— Pexcentricité : e = |e].
L’énergie mécanique de l'orbite est donnée par :

1
¢ = §v2—% (ILD.6)
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— le demi grand axe : a = —%;
e e -y
— Pinclinaison : cosi = —;
. . N; o
— P’ascension droite du noeud ascendant : cos() = |]\7 , 81 N; < 0 prendre le
complément a 27 ;
PP N.e . . X
— Pargument du périgé : cosw = |]\7||ﬁ|, si e, < 0 prendre le complément a 27 ;
2
o Ré oo TR
— Panomalie vraie : cosv = ﬁ|| , si R.V < 0 prendre le complément a 27.
€

Cas singuliers :

*sie=0eti=0,alorscos(v+Q+w)= si r; < 0, prendre le complément a 2.

FL
. : R.N
sie=0eti#0,alors cos(v+w) = |]§\ |]\7 , si rp < 0, prendre le complément a

*

2.

*sie#0eti=0,alors cos (24 w) = si ej < 0, prendre le complément a 27.

2
el




tel-00546293, version 1 - 14 Dec 2010

265

Bibliographie

[1] D.A. Vallado. Fundamentals of astrodynamics and applications. Space Technology
Library. Kluwer Academic Publishers, El Segundo, California, USA, 2001.




BIBLIOGRAPHIE

266

0TOZ 98d ¥T - T UOISISA ‘€62917500-19}




tel-00546293, version 1 - 14 Dec 2010

267

Annexe E

Paramétrages angulaires

Dans cette annexe, les relations de passage entre certains paramétrages

usuels sont établies.

E.1 Figures de changement de base

Angles orbitaux €2, 7, w et v — figures E.1, E.2, E.3 et E.4.
Angles géométriques 0, ¢ (et 1) — figures E.6, E.7 et E.8.

Angles géographiques L, A (et w) — figures E.9, E.10 et E.11.

—

gin = EQ Lin To = fz Yo

Fic. E.1 — Angle Fic. E.2 — Angle ¢

—

Zi:Zw

Fic. E.3 — Angle w

angulaires
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S

2 =W Z,=P W R

Fic. E.4 — Angle v Fic. E.5 — Angle v

Zin = <0 Lin Yo = Yy 20 5;; =R Ty

Fic. E.6 — Angle 0 Fic. E.7 — Angle ¢ Fic. E.8 — Angle ¢

Zin = ZL Tin YL = U Zr

Fic. E.9 — Angle L Fic. E.10 — Angle A Fic. E.11 — Angle w

E.2 Expressions des angles géographiques en fonc-
tion des angles orbitaux

Angle de latitude A\ : d’apres les figures E.2 puis E.1 :

R =cos(w+v) 7 +sin(w +v) §
= cos(w + V) Zqo + sin(w + v) cosi P + sin(w + v) sini Z,
D’apres la figure E.10 :
R =cos\ ¥ —sin \ 27,
Puisque :

— —

L = 2Q = Zin
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et que les vecteurs Zg, Yo et Ty sont normaux a W, on identifie :
cos(w + v) Tg +sin(w + v) cosi o = cosA T (ILE.1)
sin(w+v)sini Zo = —sin\ 2z (ILE.2)
D’ou :
(ILE.2) = |sin A = —sin(w + v) sin (ILE.3)
Puisque :
cos’ \ =1 —sin? A
on obtient :
cos’ A = 1 — sin®(w + v) sin®i
Or, la latitude A étant comprise entre —7/2 et +7/2, son cosinus est positif.
Donc :
cos A = \/1 — sin®*(w + v) sin®i = \/COSQ(W +v) + sin®(w + v) cos?i (ILE.4)

Angle de longitude inertielle L : les figures E.1 et E.9 permettent d’établir la figure

E.12 dont on tire :
T = cos(L — Q) Zg + sin(L — Q) g

Zin = ZL = ZQ Lo

Fic. E.12 — Angle L — Q

Par conséquent, I’équation (IT.LE.1) peut s’écrire :

cos(w + v) T + sin(w + v) cosi §o = cos A (cos(L — Q) Zq + sin(L — Q) 7q)

On identifie :

cos(L — Q) cos(w +v) = costw +v) =cosa (ILE.5)
cos A Vcos?(w + v) + sin?(w + v) cos?i
sin(L — ) sin(w +v)cosi sin(w + v) cosi _ sn@LES6)

CoS A B Vcos?(w + v) + sin®(w + v) cos?i
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D’ou :
L=Q+ a(w,v,i)
avec :
cos(w + v) , sin(w + v) cosi
cosa = sina =
Vcos(w + v) + sin®(w + v) cos?i Veos?(w + v) + sin?(w + v) cos?i

Angle complémentaire = : cet angle compléte le couple (A, L) pour permettre la dé-
finition de la base locale (R, S, W).
Autres relations usuelles :

tan(L — Q) = tan(w + v) cosi tan A = —sin(L — Q) tan

E.3 Expressions des angles géométriques en fonction
des angles géographiques

D’apres les figures (E.6) et (E.7) :
R = Z, = sin g cos O Ty, + sin @ sin @ 3, + cos ¢ Z,
D’autre part, d’apres les figures (E.9) et (E.10) :

R = cos \cos L &, + cos Asin L 4, — sin A 2,

Par identification :

sinpcosf = cosAcosL (ILE.7)
sinpsinf = cosAsin L (ILE.8)
cosp = sinA (ILE.9)
D’ou :
s
0=1L t A=p——
e v

E.4 Expressions des angles géométriques en fonction
des angles orbitaux

Puisque :
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on a:
0=+ alw,v,i)
Donc :
g Cos Qcos(w + v) — sin Q sin(w + v) cos i " sin Q cos(w + v) + cos Qsin(w + v) cos i
cosf = sinf =
Vecos(w + v) + sin(w + v) cos?i Veos(w + v) + sin(w + v) cos?i

Par ailleurs :

_ 7 cos = —sin A
A=g 2:>{sin<p:cos>\
Donc :
cos ¢ = sin(w + v) sin i sin ¢ = 1/cos?(w + v) + sin®(w + v) cos? i

En ce qui concerne le troisieme angle 1, d’apres les figures E.6, E.7 et E.8, on a :

W= cos Y Y, — sin Ty,
= cos 1 Yy — sin1) (cos ¢ Ty — sin p Zp)
= —sin cos @ Ty + cos Y 1y + siny sin g 2y
= —sin cos p (cos O Ty, + sin b y,) + cos (—sin &y, + cos @ yi,) + sin sin p 2,
= — (cos ) sin 6 + sin 1 cos p cos ) Ty, + (cos ) cosf — sin 1 cos @ sin 0) 4y, + sin ) sin p 2,

D’autre part, d’apres les figures E.2 et E.1 :
W =72, =cosiZg—sini yq
= €081 Zjy, — sini (—sin @ Ty, + cos 0 i)
= sinisin @ T, — sinicos @ 1, + cosi Zj,
Par identification :

cos 1 sin 6 + sin v cos p cos € = sin i sin ¢
cos 1) cos ) — sin cos psinf = —sini cos 6 (ILE.10)
sin 1) sin ¢ = cos

D’ou :

. CoS 1 . CoS 1
siny = —— = [siny) = _
Sin @ V/cos?(w + v) + sin®(w + v) cos?i

D’autre part, les deux premieres relations du systeme II.LE.10 permettent d’exprimer :

—cos 2Q2 cos(w + v) + sin 2Q sin(w + v) cos i
Vcos2(w + v) + sin®(w + v) cos?i

cos = sini

Si I'on utilise 'angle o = a(w, v, i) défini précédemment, on obtient :

sin o

sin) =

cos ) = —sinicos(29 + «) (ILE.11)

sin(w + v)




LES RELATIONS ENTRE LES ANGLES

272

0TOZ 98d ¥T - T UOISISA ‘€62917500-19}




tel-00546293, version 1 - 14 Dec 2010

273

Liste des publications

Journaux internationaux

Polynomial optimization for the solution of fuel-optimal impulsive rendez-
vous using primer vector theory, D. Arzelier, M. Kara-Zaitri, C. Louembet, A. Deli-
basi. Journal of Guidance, Navigation and Control. Soumis.

Nonlinear and linearized mappings between perturbed relative motion state
vectors, A. Théron, M. Kara-Zaitri. Journal of Guidance, Navigation and Control. Sou-
mis.

Nonlinear local cartesian relative motion model for perturbed elliptical
orbits, A. Théron, M. Kara-Zaitri. Journal of Guidance, Navigation and Control. Soumis.

Conférences internationales

Polynomial optimization for the solution of fuel-optimal impulsive ren-
dezvous using primer vector theory, M. Kara-Zaitri, D. Arzelier, A. Delibasi, C.
Louembet. 49th IEEE Conference on Decision and Control (CDC), Décembre 15-17, 2010
Atlanta, GA, USA.

Mixed Iterative Algorithm For Solving Optimal Impulsive Time-Fixed Ren-
dezvous problem, M. Kara-Zaitri, D. Arzelier, C. Louembet. ATAA GNC conference,
2-5 Aout 2010, Toronto, Ontario, Canada.

Evaluation of autonomous guidance techniques for space rendezvous and
withdrawal strategy, P. Blanc-Paques, E. Gogibus, C. Louembet, M. Kara-Zaitri. ATAA
GNC conference, 2-5 Aout 2010, Toronto, Ontario, Canada.

Solving fuel-optimal impulsive rendezvous problem using primer vector
theory and real algebraic geometry, M. Kara-Zaitri, D. Arzelier, C. Louembet, A.
Théron. 21st International Symposium on Space Flight Dynamics, Toulouse (France), 28
September-2 Octobre 2009.




tel-00546293, version 1 - 14 Dec 2010

274 LISTE DES PUBLICATIONS

Solving fuel-optimal orbital homing problem with continuous thrust using
direct methods, C. Louembet, M. Kara-Zaitri, D. Arzelier, A. Théron. 21st International
Symposium on Space Flight Dynamics, Toulouse (France), 28 September-2 Octobre 2009.

Nonlinear and linear local cartesian relative motion state models for J2
perturbed elliptical orbits, A. Théron, M. Kara-Zaitri, D. Arzelier, C. Louembet. 21st
International Symposium on Space Flight Dynamics, Toulouse (France), 28 September-2
Octobre 2009.

Séminaires et présentations

Vol orbital relatif et rendez-vous spatial, M. Kara-Zaitri, D. Arzelier, A. Théron.
Congres des doctorants EDSY'S, Mai 2009.

Rendez-vous orbital : de la modélisation a la résolution par les méthodes in-
directes, M. Kara-Zaitri, D. Arzelier, C. Louembet, A. Théron GDR MACS-GT MOSAR-
2009 , Mars 2009.

Vol orbital relatif : modélisation, simulation et probleme du rendez-vous,
M. Kara-Zaitri. SeaMAC, Biarritz, 18 septembre 2008.

Algorithmes de guidage pour le rendez-vous orbital : Résolution des condi-
tions d’optimalité, M. Kara-Zaitri. SkyMAC, Luchon 3-4 Fevrier 2010 .

Rapport industriel

Etude bibliographique sur la modélisation du mouvement relatif pour le
probleme du rendez-vous, D. Arzelier, A. Théron, M. Kara-Zaitri Rapport technique
LAAS, November 2008.

Poster

Rendez-vous en orbite, M. Kara-Zaitri. Doctoriales Midi-Pyrénées, Boussens, France,
26 Avril - 2 Mai 2010.




tel-00546293, version 1 - 14 Dec 2010

275

Résumé-Abstract

Résumé

Dans cette these, nous nous intéressons a deux composantes fondamentales de I'opération
du rendez-vous orbital : la navigation relative et le guidage a consommation minimale de carbu-
rant. La premiere partie est consacrée a la modélisation du mouvement relatif de satellites dans
un cadre linéaire. Une analyse bibliographique approfondie ainsi que les développements d’une
méthode de modélisation et d’une transformation de variables d’état du mouvement relatif sont
proposées dans cette partie. Ces développements sont entrepris dans le but de fournir des outils
de navigation relative fiables et précis méme en présence de perturbations orbitales. Le guidage
est abordé dans la seconde partie de la these a travers I’élaboration de plusieurs algorithmes de
génération de plans de manceuvres pour la mise en ceuvre du rendez-vous en temps fixé. Chacun
des algorithmes développés est fondé sur des outils théoriques différents tels que les méthodes
indirectes de résolution de problemes de commande optimale basées sur le principe du maximum
ou les techniques directes exploitant la discrétisation des problemes de commande optimale et
la programmation linéaire. L’utilisation de ces outils permet de couvrir des objectifs divers, no-
tamment la minimisation de la consommation de carburant et la robustesse vis-a-vis des erreurs
de navigation. D’autres algorithmes sont congus dans le but d’améliorer leur embarcabilité a
travers l'utilisation des bases de la mécanique spatiale. Un ensemble de tests de validation et
comparaison est réalisé, portant sur des missions réelles ou des exemples académiques issus de
la littérature et permettant de mettre en valeur les avantages pratiques les plus pertinents des
algorithmes développés.

Mots-clés Satellite; vol en formation; rendez-vous orbital; modélisation linéaire; mouve-
ment relatif ; autonomie ; robustesse ; guidage ; consommation minimale ; théorie du primer vec-
tor ; programmation linéaire ; commande optimale ; simulation de mouvement orbital ; méthodes
d’optimisation directes et indirectes.




tel-00546293, version 1 - 14 Dec 2010

276 RESUME-ABSTRACT

Abstract

In this thesis, two fundamental steps of the orbital rendezvous are studied : the relative
navigation and the minimum-fuel guidance. The first part is devoted to the modeling of spacecraft
relative motion under linear assumptions. A comprehensive bibliography review and a novel
method of relative motion model design are given in this part as well as a mapping between
the various state space variables forms. These developments are undertaken in order to provide
reliable and accurate navigation tools in the presence of orbital perturbations. The guidance
is considered in the second part through the development of several algorithms for solving the
fixed-time rendezvous problem. Each algorithm is developed using different theoretical tools such
as indirect methods for solving optimal control problems based on the maximum principle or
direct techniques exploiting the discretizing of optimal control problems and linear programming.
Various objectives are considered through the use of these tools, including minimization of fuel
consumption and robustness toward the navigation errors. Other algorithms are designed in
order to improve their practical implementation thanks to the use of orbital mechanics theory.
A set of validation tests and comparisons is made, where examples from academic literature and
real missions are solved using the different algorithms. This is achieved in order to highlight the
most relevant theoretical and practical aspects of the proposed algorithms.

Keywords Spacecraft ; formation flying; orbital rendezvous; linear modelling ; relative mo-
tion ; autonomy ; robustness; guidance; minimum fuel-consumption ; primer vector theory; li-
near programming ; optimal control ; orbital motion simulation ; direct and indirect optimization
methods.
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